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Structures usuelles

Au cours de vos deux années de MIAS, vous allez découvrir divers domaines des mathéma-
tiques qui, du moins en apparence, n’ont pas toujours de liens évidents entre eux. Certaines des
lois qui régissent les objets considérés, pourtant, ont un caractére universel. Ainsi, des notions
comme celles de lois internes, groupes, anneaux, corps, espaces vectoriels vont apparaitre a
maintes reprises. Leur caractere “unificateur” explique 'importance qu’on leur accorde. Le jeu
consistant a les identifier est a la fois “rassurant” et pratique puisque ’on peut deés lors manipuler
des objets mathématiques sans trop se soucier de leur nature profonde...

Dans cette section préliminaire, nous présentons brievement quelques-unes des notions qui
reviendront fréquemment dans ce cours d’algébre du premier semestre.

Lois internes

Définition 0.0.1 Soit E un ensemble non vide. Une loi interne T sur E est une application de
E x E vers E qui a tout couple (a,b) de E x E associe un élément ¢ de E noté aT'b.

Remarque : Pour éviter de faire un rapprochement trop hatif et réducteur avec des lois internes
bien connues (on en verra des exemples par la suite), on note 7' une loi interne “abstraite”. Le
symbole T est traditionnellement appelé “truc”.

Pour avoir un intérét pratique, une loi interne doit avoir des propriétés supplémentaires. Les
plus courantes sont les suivantes :

e Associativité : On dit que la loi interne T est associative si
V(a,b,c) e EXEXE, (aTb)Tec=aT (bTc).
e Commutativité : On dit que la loi interne T est commutative si
V(a,b) e EXE, aTb=>5bTa.
e Elément neutre : On dit que e € E est élément neutre de T’ si
Va€e FE, alTe=¢eTa=a.

Remarque : L’élément neutre, lorsqu’il existe, est unique. En effet, si e et e’ sont neutres
pour T alorsonae=cTe =¢€.

e Inverse : Supposons que T ait un élément neutre e. On dit que I’élément a de F a pour
inverse (ou symétrique ) I’élément b de E si

aTb=bTa=ce.

Proposition 0.0.2 Si la loi T est associative et a un élément neutre e alors l'inverse, s’il
existe, est unique.



Preuve : Soit a € E admettant pour inverses b et b’. On a donc
e=aTb=aTV.
Donc
bT (aTb) =bT (aTV).

Par associativité, on a donc
(bTa)Tb=(bTa)TV.

Mais bT a = e donc la relation ci-dessus donne bien b = b'. [ ]

Exemples :

1. L’addition dans N est une loi interne associative et commutative, et a pour élément neutre
0. Dans N, seul 0 a un inverse pour la loi +. En revanche dans Z, tout élément n a un
inverse : c’est —n.

2. La multiplication dans N ou Z est associative, commutative et a pour élément neutre 1.

Lorsque E possede deux lois internes T et x , on peut définir la notion de distributivité .
Définition 0.0.3 On dit que X est distributive par rapport a T si
V(a,b,c) e EXE X FE, a x (bTc)=(axb)T (axec).

Exemple : Dans N, Z, Q ou R, la multiplication est distributive par rapport a I’addition.

Groupes et sous-groupes

Définition 0.0.4 Soit G un ensemble non vide muni d’une loi interne T'.

On dit que (G,T) est un groupe si T est associative, posséde un élément neutre et si
tout élément de G est inversible. Si de plus la loi T est commutative alors (G,T) est appelé
groupe commutatif ou encore groupe abélien.

Définition 0.0.5 Soit (G,T) un groupe et H un sous-ensemble non vide de G. Si (H,T) est
lui-méme un groupe, on dit que (H,T) est un sous-groupe de (G,T).

Remarque : Montrer que (H,T') est un sous-groupe de (G,T') revient a vérifier que e € H, que
H est stable par T (i.e pour tout (a,b) € H? alors aTb € H) et que tout élément de H a son
inverse dans H.

Exemple : (Z,+) est un groupe et 'ensemble des entiers relatifs pairs 27 muni de la loi + est
un sous-groupe de (Z,+). En revanche, (N, +) n’est pas un groupe (pourquoi?)

Anneaux

Définition 0.0.6 Soit A un ensemble non vide muni de deux lois internes T et x . On dit que
(A, T, x) est un anneau si les conditions suivantes sont vérifiées :

i) (A,T) est un groupe commutatif,
it) La loi x est associative et admet un élément neutre,
ii1) La loi X est distributive par rapport a T .

Si de plus la loi x est commutative, on dit que (A,T, x) est un anneau commutatif.

Exemple : (Z,+, X) est un anneau commutatif.



Corps

Définition 0.0.7 Soit (K, T, x) un anneau. On dit que (K,T, x) est un corps si tout élément
de K distinct de l’élément neutre pour la loi T a un inverse pour la loi X.
Si de plus la loi x est commutative, on dit que (A, T, X) est un corps commutatif.

Exemple : (Z,+, x) n’est pas un corps (car seuls 1 et —1 ont un inverse dans Z pour la
multiplication). En revanche (Q, +, x) et (R, +, x) sont des corps.






Chapitre 1

Les nombres complexes

1.1 Construction des nombres complexes

1.1.1 Motivations

Au cours de votre scolarité, vous avez appris a manipuler différents types de “nombres”.
D’abord les entiers naturels N, puis les entiers relatifs Z, puis les nombres rationnels Q et enfin
les réels R. A chaque fois, I'introduction d’un nouvel ensemble de nombres était motivée par
I'insuffisance du précédent pour la résolution de certains problemes mathématiques.

Pour illustrer nos propos, cherchons a résoudre des équations du premier ou second degré
dans ces différents ensembles. On constate que les équations du type x +a = 0 avec a € N* ne
peuvent pas étre résolues dans N. En revanche, elles peuvent étre résolues dans Z, la solution
étant évidemment —a. Mais Z est lui-méme insuffisant dans la mesure ou certaines équations
du premier degré a coefficients entiers n’ont pas de solution dans Z. C’est le cas de ’équation
2x+1 = 0 par exemple. En revanche, cette équation a une solution dans Q : la fraction — % Plus
généralement, on peut établir que toutes les équations du premier degré a coefficients rationnels
ont une unique solution dans Q.

L’insuffisance de Q est cependant manifeste lorsque I'on cherche a résoudre des équations du
second degré (i.e ax? + bz + ¢ = 0 avec a # 0) ou & déterminer des racines carrées de nombres
positifs. II est bien connu que y/2 n’est pas dans Q (ce qui revient & dire que 1’équation 22 — 2
n’a pas de solution rationnelle). L’introduction de I’ensemble des réels R permet de calculer les
racines carrées de nombres positifs et plus généralement de résoudre toutes les équations du
second degré a discriminant positif. Mais celles qui ont un discriminant négatif n’ont pas de
solution réelle. C’est le cas de I’équation z2 = —1. On aimerait trouver un corps dans lequel
cette équation ait une solution. On verra dans ce chapitre que le corps C répond & la question. !

La construction de C peut se faire & partir de R en munissant R? de deux lois & et * qui en
feront un corps, I’ensemble réel pouvant s’identifier a 'ensemble des couples (z,0) avec x € R.

1.1.2 Définition d’une loi ® dans R?

Pour tous couples (z,y) et (z',3') de R?, on définit un élément (z,y) ® (2',y’) de R? par
deéf
(z,y) & () = (@ + 2"y +9).
En particulier,
(z,0) & (2',0) = (z +2',0).

Dans R, I’dlément x + 2’ est bien la somme de z et de z’. Si I'on identifie R & I'ensemble des
couples du type (z,0), la loi & est donc bien compatible avec ’addition sur R.

1En fait, toute équation de degré quelconque a une solution dans C. On dit que C est algébriquement clos.

9



1.1.3 Définition d’une loi * dans R?
Pour tous couples (z,y) et (z',') de R?, on définit un élément (z,y) * (z',y’) de R? par

déf
(z,y) * (2", ) = (z2’ —yy',zy’ + 2'y).

En particulier,
(2,0) % (2/,0) = (22, 0).

Dans R, I’élément xx’ est bien le produit de x et de z’. La multiplication ainsi définie est donc
compatible avec celle de R. De plus, (0,1) % (0,1) = (—1,0). Si l'on identifie (—1,0) au réel —1,
on constate que —1 a une racine carrée au sens de cette loi * de R2. C’était bien le but recherché.

1.1.4 Notations

Dans la suite de ce chapitre, le couple (1,0) est simplement noté 1 et I’on note i le couple
(0,1). Le calcul précédent montre que i> = —1. De cette propriété “déconcertante” est issue le

nom de nombre imaginaire donné a i. Plus généralement, le couple (z,y) est noté = + iy.

Définition 1.1.1 On appelle ensemble des nombres complexes (noté C) l’ensemble des couples
(x,y) muni des lois @ et x définies précédemment, et notés x+1y. La loi & est alors simplement
notée +, et la multiplication * est notée - voire omise.

Remarque : Nous laissons au lecteur le soin de vérifier que grace a l'identification précédente,
2 _

le calcul dans C est identique a celui dans R avec la convention i = —1. Plus précisément, on a
(z+iy) + (2’ +iy) = (z +2') +i(y + ),
(z +iy) (@' + 1) = (2’ —yy') +i(a'y + 2y).

Définition 1.1.2 Soit z = x + iy un nombre complexe.
e Partie réelle : Le réel x est appelé partie réelle de z et noté Rez. Si Rez = 0, on dit
que z est un nombre imaginaire pur.
e Partie imaginaire : Le réel y est appelé partie imaginaire de z et noté Im z.
e Conjugué : Le nombre Z L 1y est appelé conjugué de z.
o Affixe : A tout point M de R? de coordonnées (x,3), on associe le nombre complexe x+iy,
appelé affize de M.

Interprétation géométrique : iR

L’ensemble des éléments de C peut Im z z=x+y
étre identifié a un plan appelé plan
complexe. L’axe des abscisses du
plan complexe est souvent appelé
axe réel, et noté R. L’axe des or- i
données est appelé axe imaginaire
et noté iR. Pour tout nombre com- 0 1
plexe z, le point M d’affixe z a pour AN
abscisse Re z, et pour partie imagi- AN
naire Zm z. Le point d’affixe Z est AN
le symétrique de M par rapport a
I’axe des abscisses. -Im z| Z=x-iy




Proposition 1.1.3 On a les propriétés élémentaires suivantes :
e Vz2eC, V' eC, Re(z+7)=Rez+Rez et Im(z+2)=Imz+Im?7,
e VzeC, VAER, Re(Az) = ARez et Im (Az) = NImz,
e V2eC, z=1z¢,

e VzeC, Rez:z+z

et z€R <= 2=7,

z . _
et z € iR <— z=—-7%,

z —
o V2eC, Imz=
el
e V2eC, V' €C, 24+ =72+7,
e V2eC, Ve eC, 22/ =77,
e V2eC,VAER, Az =)Z.
Preuve : Elle est laissée au lecteur a titre d’exercice. [ ]

Attention : En général, Zm (22') #ImzIm 2z et Re(22') # RezRe 7.

Exercice : Trouver des couples (z, z') pour lesquels les égalités ci-dessus ne sont pas vérifiées.

1.2 Propriétés de C

1.2.1 Propriétés algébriques

Théoréme 1.2.1 (C,+,x*) est un corps commutatif. De plus 0 est I’élément neutre pour l’ad-
dition, 1 est I’élément neutre pour la multiplication, et linverse d’un nombre complexe non nul
T + 1y pour la multiplication est

T —1y

S \—1
T+ = .
(w+iy)” = 3

Preuve : On vérifie successivement que (C,+) est un groupe commutatif d’élément neutre
0, que (C,+, ) est un anneau commutatif d’élément neutre 1, puis enfin que tout élément
non nul de C est inversible pour la multiplication. Les détails sont laissés au lecteur.
Donnons juste la preuve de associativité de la multiplication (qui est la partie la plus
calculatoire). Soit donc z = x + iy, 2’ = 2/ + iy’ et 2’ = 2" +iy” trois nombres complexes.

Il s’agit de montrer que (zz')z"” = z(2'2"). Calculons :

()" = |(@ +iy) @ +iy)| @ + "),
(w2’ = yy') + i(ay’ +2'y)| (2" + iy"),

— ( /) 1 (yy/) " (xy/)y// (33 y)y// + Z[(l’y/)mﬁ"_(.r y)xl/_i_(xx )y (yy/)y//]
= 2(2'a") — y(y/a") ~ 2(o/y") — (/) +ile(y'2") ' (a") 2@y o 0"y
= ) 0'") — o) — )+ 4 )

(.I'+Zy) (mlajl/ / /,)+Z(l'/y/,+$”y/):|
=m+w>W+www+wﬂ,
— Z(Z/Z”)
|

Comme dans tout anneau commutatif (et a fortiori dans tout corps commutatif), on dispose
dans C d’identités remarquables . Les plus simples sont :

(z+2')? 22+ 222" + 2",
(z42)3 = 234322243222+ 23,




Plus généralement, la formule du binéme de Newton est valable :

n
(Z + z/)n — Zcﬁ Zk Z/n—k’
k=0

o |~k n!
avec” |C), = 7]{:!(“ Sy

La formule du binéme se montre par récurrence sur n en utilisant la formule du triangle de

Pascal
Chil =Cr+ Gt

Une autre identité remarquable bien connue

peut se généraliser en

En particulier, en choisissant 2z’ = 1, en appliquant la formule ci-dessus au rang n + 1 puis en
divisant par 1 — z, on retrouve la formule donnant la somme des n premiers termes d’une série
géométrique :

1_Zn+1
]__

Vz # 1, E Pl —
z
k=0

1.2.2 Représentation polaire
a) Le module

Le module d’'un nombre complexe est un prolongement naturel de la notion de valeur absolue
d’un nombre réel. On le définit ainsi :

Définition 1.2.2 Soit z = x + iy un nombre complexe. On appelle module de z le réel positif

ainsi défini :
12| € /22 + 2.

Proposition 1.2.3 Considérons deux nombres complexes z et z'. On a les propriétés suivantes :

i) |z] > 0 et |z| =0 si et seulement si z = 0.

i) |z = [Z]
i) |2|? = 2Z = Zz. Autrement dit, pour tout couple de réels (x,v), on a la factorisation
2 2 . .
”+y = (x+iy)(e —iy).
i) Siz#0, on a
-1 %
z Bk

1 1

En conséquence, (Z)™' =271, et Z = 27" si et seulement si |z| = 1.

n

k) par certains auteurs et dans les pays anglo-saxons.

2Les coefficients binomiaux C* sont notés (



v) On a|zZ'| = |2||#/|. Se plus, si z # 0 alors |z~ = 1/|2|.
vi) |Rez| < |z| et |Imz| < |z|.

vii) |z + /12 = |22 + |2 + 2Re (7).

viii) Inégalités triangulaires : <l|z+ 2| < |z + 7).

|2 = |2

Preuve :
— Pour 4), on utilise le fait que la somme de deux réels positifs est un réel positif, et qu’elle
est nulle si et seulement si les deux réels sont nuls.
— Pour 1) et iii), il suffit de revenir a la définition du module.
— Soit z # 0. Alors Z/|z|? est bien I'inverse de z. En effet, d’aprés la propriété i), on a

On en déduit ensuite que

— Pour prouver v), on écrit que
|22/ |2 = 22/ 27 = 2227 = |22||

Si z # 0, le choix de 2’ = z~! donne bien |27} = 1/|z|.
— La propriété vi) est triviale.
— Pour prouver vii), on calcule en tenant compte de i) :
24+ 2P = +2)E+Z) = 2P+ P4+ 27 22 = 2P+ |2+ (7 + 7).

Or, d’apres la proposition 1.1.3, le dernier terme est justement égal a 2Re (2Z7).
Pour prouver wviii), on utilise successivement vi), v) et ). On trouve :

Re(27') < |22| = |2||Z'| = |2]|2/].
Ainsi, d’apres vii),
|z + 212 < |2 + |Z/|? + 2|2|7|.

En prenant la racine carrée positive des deux membres, on obtient 'inégalité de droite.
L’inégalité triangulaire de gauche se montre en appliquant celle de droite & z et z + 2’
puis a 2’ et z + 2.

|

b) L’argument
Commencons par rappeler la définition de congruence.

Définition 1.2.4 Considérons trois réels a, b et c. On dit que a est congru a b modulo ¢ s’il
existe k € Z tel que a = b+ ke. On note a = b [c].

Proposition 1.2.5 Soit z un nombre complexe non nul. Il existe un unique réel 6 de [0, 2|
tel que

(1.1) ﬁ = cos 0 + isin 0.



Ce réel est appelé argument principal de z, et noté> arg z.

De plus, l’ensemble des réels 6 vérifiant (1.1) est l’ensemble des réels congrus a arg z modulo
27, c’est-a-dire 'ensemble des réels du type arg z + 2km avec k € 7. Tous ces réels sont appelés
arguments de z.

Preuve : 1l suffit de remarquer que é est de module 1 et peut donc s’écrire = + iy avec

22 +y? = 1. Il existe donc un unique réel § de [0, 27[ tel que z = cosf et y = sinf. Les
autres réels satisfaisant cette relation lui sont congrus modulo 2. ]

c) Interprétation géométrique

Soit z € C et M d’affixe z. iRA
Le module de z est égal a la
—

norme du vecteur OM c’est-
a~dire a la distance de O a M.
Si z # 0, argument de z
est une mesure (en radians)
de l'angle orienté formé par
le vecteur unité dirigeant ’axe

des réels dans le sens positif roe >

—

et le vecteur OM . En d’autres
termes, le point P d’affixe
z/|z| est le point d’intersec-
tion entre le cercle unité et la
demi-droite [0M).

2|7

Remarque : On peut maintenant donner une interprétation géométrique des inégalités trian-
gulaires (qui est a l'origine de leur appellation). L’inégalité de droite stipule que la longueur
d’un coté d’un triangle est inférieure a la somme des longueurs des deux autres cotés, et celle de
gauche, que la longueur d’un coté est toujours supérieure a la différence des longueurs des deux
autres cotés.

d) Forme trigonométrique

Définition 1.2.6 Pour tout réel 8, on pose

0 dét .
e = cos + isin 6

4 0

Ainsi tout nombre compleze z non nul de module r et d’argument 0 peut s’écrire* z = re.
On dit que re" est la forme trigonométrique de z. Pour z # 0, cette écriture est unique

a congruence modulo 2w pres pour 6. C’est-a-dire que
(rew = T'ei0l> — (r =r et =6 [277]).
En particulier, on peut toujours choisir pour 6 ’argument principal de z.

Remarque : La notation e” est pour Iinstant purement formelle. Elle sera justifiée mathéma-
tiquement plus tard dans le chapitre sur les séries entieres du cours d’analyse.

3Les définitions de 'argument principal différent suivant les ouvrages. Une autre définition tres répandue
consiste & choisir pour argument principal 'unique réel de | — 7, 7] vérifiant (1.1).
4Le nombre 0 peut aussi s’écrire re®® : on prend r = 0 et 6 arbitraire.



Quelques formes trigonométriques a connaitre :

e ¢0 =1 et plus généralement, ae®® = a pour tout a € RT.

o ¢l = —1 et plus généralement, |a|e’™! = a pour tout a € R™.
o '3 =jet T = —i.

o i = @—i—z@ et 3 = —@—i—i@.

o €% :§+%etei% :—%4-@'@.

e Pour tout k € Z et § € R, ¢(0+2k7) — ¢if

e Pour tout 0 € R, e/0+m) = _¢if o i0F3) = jcif

1.2.3 Formules de trigonométrie

Nous nous bornerons a rappeler deux formules trigonométriques d’importance capitale pour
la suite du cours :

(1.2) V(0,0") € R?,  cos(f +6') = cosfcosf —sinfsind’,
sin(f + 6’) = sinf cos §’ + cosHsin &’
Noter que la deuxieéme se déduit de la premiere en changeant 6’ en 6’ + 7 /2.
Donnons une premiere application de ces formules, (qui est fort utilisée en physique) :

Proposition 1.2.7 Soit (A, B) un couple de réel. Alors il existe un réel ¢ tel que
(1.4) Ve € R, Acosx + Bsinx = v/ A2+ B? cos(z — ¢).

Si de plus (A, B) # (0,0), on peut choisir pour ¢ l'argument principal du nombre complexe
A+1iB, c’est-a-dire lunique élément ¢ de [0, 27| tel que
A ) B
—_— sing = ———.
VA% + B? YT VE + B?

Preuve : Limitons nous au cas (A, B) # (0,0). D’apres la formule (1.2), on a

coSp =

cos(z — ) = cos x cos p + sin z sin .
On en déduit que la formule (1.4) est vérifiée si et seulement si
A=+A2+B2cosp et B=+A2+B?singp.

En remarquant que

A+iB:\/A2+B2< A B )

v
VA B VAL B

on conclut que 'on peut prendre pour ¢ 'argument principal de A + iB. ]

Les formules trigonométriques (1.2) et (1.3) vont également nous permettre de montrer des
propriétés algébriques de 'argument :

Proposition 1.2.8 1. Siz et 2’ sont deux nombres complexes non nuls alors

arg(zz') = arg z + arg 2’ [27].

2. Si z est un nombre complexe non nul alors

argz ! = —arg 2 2n].




Preuve : Clairement, la premiere égalité appliquée avec 2z’ = z~! donne la deuxieme égalité.
Prouvons donc la premieére égalité. Soit (z,z’) un couple de nombres complexes non nuls.

Notons 0 & argz et 0/ & arg 2. On a
z=|z|(cosO +isinf) et 2’ =|2'|(cosf +isind’).

Donc, en appliquant (1.2) et (1.3),

22! |2||2’] [(cos&cos 0’ — sin f sin 9’) + i(cos@sin ¢’ + sin 6 cos 0’)},
= [z7] [cos(@ +6') + isin(0 + 9’} .

Proposition 1.2.9 Soit (0,0') un couple de réels, et (r,r') un couple de réels positifs. On a
(1.5) <rei0) (r’ei0l> = pp!l0H0)

De plus, sir #0, on a pour tout n € 7Z,

(1.6) (re??yn = prein?,

Preuve : Notons z = re? et 2/ = /¢, On sait déja que le module de zz’ est |z||2/|. La
proposition 1.2.8 montre que arg zz = arg z 4+ arg 2’ [27]. Comme bien str r = |z, 7' = |Z/|,
0 = arg z [2n] et 0 = arg 2 [27], on a bien 2z’ = ry/el®+0) 5,
L’égalité (1.6) dans le cas n = 0 ou n = 1 est immédiate. Dans le cas n = 2, elle découle
de (1.5) avec 2z’ = z. Le cas n € N quelconque suit par récurrence (exercice : faire la
récurrence).
Le cas n < 0 découle du point 2 de la proposition 1.2.8, appliqué a z™" et au fait que le
module de I'inverse est l'inverse du module. [ |
Remarque 1.2.10 En particulier, 00 — (ifi0" (o qut montre que l’exponentielle d’'un
nombre imaginaire pur a les mémes propriétés multiplicatives que ’exponentielle réelle.
Interprétation géométrique : Le nombre e? (resp. ew/) a pour affixe le point obtenu par
rotation d’angle # (resp. ') du point (1,0). Calculer ee™ revient & faire subir & laffixe de
¢ une rotation d’angle 6. On s’attend donc a trouver 'image de (1,0) par la composée des
rotations d’angle 6 et 6. La remarque ci-dessus assure que la composée de ces deux rotations
est bien la rotation d’angle 6 + 6.

Remarque 1.2.11 En prenant r = 1 dans la formule (1.6), on trouve

‘Vn €7Z,V0 € R, (cosh+isinh)"” = cosnh + i sinnb.

Cette identité a connaitre est appelée formule de Moivre.

Proposition 1.2.12 (Formules d’Euler) Pour tout réel 6, on a

0=———— e sinf=
cos 5 et sin 5

5Le cas ol Pun des deux nombres z et 2’ est nul ne fait pas exception puisqu’alors zz’' = 0



Preuve : 1l suffit de faire la demi-somme et la demi-différence des expressions suivantes :

e = cosf + isinb,
e = cosf — isiné.
|
Remarques :
1. Les formules d’Euler permettent de linéariser des expressions du type cos® zsin’ z, c’est-

a-dire de les transformer en sommes de cos et de sin.

0

2. Si z est un nombre complexe non nul de forme trigonométrique re'”, on a les formules

Rez=rcosf, Imz=rsinf et z=re .

1.2.4 Racines n-iéme de ’unité

Définition 1.2.13 Soit n € N* et z € C. On dit que z est racine n-ieme de 'unité si z™ = 1.
Dans le cas n = 2, on parle de racine carrée de l'unité.

Proposition 1.2.14 Pour n € N* fixé, il y a evactement n racines de l'unité deuxr o deux
distinctes. Il s’agit des nombres complexes

zkd:feQS :cos(—ﬂ>+zsm<—7r) avec ke {0,---,n—1}.
n n

Preuve : D’apres la formule de Moivre, z}! = cos(2ik7) +isin(2ikm) = 1. Donc les n nombres
complexes zp sont bien racines n-iéme de 'unité. Vérifions qu’il n’y en a pas d’autre. Soit
z une racine n-ieme de Punité que I’on écrit sous sa forme trigonométrique z = re®. Par
hypothese, on a 7™ = 1¢°. Donc

=1 et nb=0[2n]

Comme 7 est un réel positif, on doit avoir r = 1. La deuxiéme relation montre que 6 est
de la forme 6 = 27¢/n avec ¢ € Z. Ecrivons la division euclidienne de ¢ par n :

t=gn+k avec q€Z et ke{0,---,n—1}.

Alors 0 = %T’T + 2mq. Donc 'argument principal de z est %T’T [ |
Exemples :
e n =2 : les racines carrées de 'unité sont —1 et 1. )
e n =3 : les racines cubiques de I'unité sont 1, 7 et 7 ou “ —% +1
e n =4 : les racines 4-ieme de 'unité sont 1, 7, —1 et —i.

=

Interprétation géométrique : Les points ayant pour affixes les racines n-ieme de 'unité sont
les points du cercle unité formant ’angle 2km/n avec 'axe des abscisses.



Exemple : représentation des racines 5éme de I'unité dans le plan complexe
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1.3 Résolution d’équations du second degré

Par construction de C, ’équation 2?2 = —1 a au moins une solution complexe : i, et —i est

également solution. Dans cette section, on montre que toutes les équations du second degré :
(E) az? +bz+c=0

a coefficients a # 0, b et ¢ réels ou complexes ont une ou deux solutions. On donne de plus des
formules permettant de les calculer.

1.3.1 Racine carrée d’un nombre complexe

Proposition 1.3.1 Tout nombre complexe o non nul a deur racines carrées distinctes et op-
. .., . ; . . ;0

posées. Plus précisément, si o = re'? alors les racines carrées de o sont +/re'z.
L’unique racine carrée de 0 est 0.

Preuve : Le cas a = 0 est immédiat (utiliser le module).

Soit donc a # 0 et z une racine carrée de . Ecrivons a = re'? et z = pe’® avec § = arg a
et p = arg z. Comme 22 = p2e?%, 'équation 22 = « est équivalente &

PP =71 et 2p=0[2n]

c’est-a-dire
p=+r et p=0/2[r|

En se restreignant aux valeurs de ¢ comprises entre 0 et 27, on trouve ¢ = 5 ou p = 3

ISS)

S
+
3

. ;0 ;0 . ,
Un calcul direct montre que /re'2 et —\/re’2 sont racines carrées de z.



Si la forme trigonométrique de « est connue, le calcul des racines carrées de a est immédiat.
On peut se demander si la connaissance de la forme trigonométrique est nécessaire au calcul des
racines carrées. Il n’en est rien : dans la proposition suivante, on établit une formule donnant la
racine carrée d’un nombre complexe o = a + b arbitraire en fonction de a et b.
Proposition 1.3.2 Soit o = a + b un nombre complexe arbitraire.

1. Sib=0eta>0 (i.ea € RT) : les racines carrées de o sont \/a et —/a.

2. Sib=0¢eta<0 (i.ea € R7) : les racines carrées de o sont i\/|a| et —ir/]al.

8. Sib> 0 :les racines carrées de a sont z et —z avec

o V2 .
zd:f§<\/a+\/a2+b2+2\/—a+ a2+b2>.

4. Sib <0 :les racines carrées de o sont z et —z avec

L V2
2

a+\/a2—|—b2—z’\/—a—l— a2—|—b2>.

Preuve : On cherche z = = + iy tel que
(1.7) 2% =a+ib.

En calculant 22 puis en identifiant parties réelles et parties imaginaires, on trouve que (1.7)
est vérifiée si et seulement si

2 —y? =a,

2zy = b.

On peut résoudre ce systeme directement, mais il est plus rapide d’exploiter le fait que
|z]2 = |al, ce qui donne la relation supplémentaire 22 + y* = v/a? + b2. Le couple (22,y?)

doit donc vérifier le systeme de deux équations a deux inconnues suivant :

22—y’ =a
{ 2?4+ y? = Va2 + 12,
On en déduit que
2 1 21
(1.8) x :§<a+ a2—|—b2) et y 25(—(1—1— a2—|—b2).
Remarquons que les membres de droite sont toujours positifs, donc il existe bien des couples
(z,y) vérifiant les égalités ci-dessus.
Dans le cas b = 0 et a > 0, « est en fait un réel positif, et on trouve x = ++/a et y = 0.
Les racines carrées sont donc les racines carrées réelles habituelles.
Dans le cas b = 0 et a < 0 (i.e « réel négatif), la formule (1.8) montre que z = 0 et
y ==++/l|al.
Si b # 0, les membres de droite de (1.8) sont strictement positifs. Il y a donc en général
quatre couples (x,y) solutions. La condition supplémentaire 2xy = b va permettre de
sélectionner les deux couples qui vont donner une racine carrée de a.
En effet, si b > 0, alors 2xy = b implique que zy > 0 donc z et y doivent étre de méme
signe. Cela donne bien le cas 3.
Si au contraire b < 0, alors x et y doivent étre de signe opposé, ce qui donne le cas 4.
Il reste a vérifier que les nombres trouvés sont bien des racines carrées de z. Cela peut se
faire par calcul direct, ou en remarquant que I’on sait déja que z non nul admet exactement
deux racines carrées. [ |

Remarque : Il est inutile de connaitre ces formules par cocur. Mais il est important de
se souvenir de la démarche qui a permis de les obtenir.




1.3.2 Résolution d’équations du second degré dans le cas général

On cherche a résoudre (E) dans le cas ou a, b et ¢ sont des nombres complexes et a # 0.

Proposition 1.3.3 Notons A Lb2 — dac le discriminant compleze de (E).
e Si A =0 alors (E) a une unique solution : z = —b/2a.
o Si A0 alors (E) a deux solutions distinctes z1 et zo qui sont données par les formules

bz b 2

Zl:_%+2a o 2= 2a 2a

avec zg racine carrée de A.

Preuve : 1l suffit de factoriser le membre de gauche de (E) :

az’ +bz+c = a<22+%z+§)7
2
_ b A
= a((z%—%) _W>

e Dans le cas A = 0, cette factorisation montre que z est solution si et seulement si
z+ % =0.
e Dans le cas A # 0, on poursuit la factorisation compte tenu de 22 = A. Il vient finalement

b 2 b 2
2 — 2 _ 2 2.2
az —I—bz~l—c—a<z+2a 2a)<z+2a+2a)'

Il est maintenant clair que z est solution si et seulement si

b 2 b z
r=—— 4+ 22 ou z=-—— — 22,

Remarque : La formule donnant les solutions d’une équation du second degré dans le cas
complexe est donc exactement la méme que dans le cas réel. De plus, il n’y a pas a se préoccuper
du signe du discriminant (d’ailleurs il n’a pas de signe puisqu’il est complexe!) On voit donc
que toutes les équations du second degré ont une ou deux solutions dans C, et que leur calcul
est immédiat une fois connue une racine carrée du discriminant.



Chapitre 2

Systemes linéaires

Au lycée, vous avez appris a résoudre des systemes de 2, 3 voire 4 équations a 2, 3 ou 4
inconnues. Ce chapitre est consacré a la théorie des systemes linéaires comportant un nombre
arbitraire d’équations et d’inconnues. Il s’agit notamment de présenter une méthode générale de
résolution de tels systémes.

2.1 Quelques exemples élémentaires

Donnons d’abord quelques exemples de résolution de systemes de deux équations a deux
inconnues.

1. Résolution de

s) { 22 + 3y = 8 (Ly)

r—y=-1 (L)

Il s’agit de déterminer I'ensemble des couples de réels (x,y) qui satisfont les deux lignes
du systeme (S7).
Pour ce faire, on peut procéder ainsi : on retranche 2(Ls) & (L7), et on obtient le systéme

{51/:10 (LY)

(59 r—y=-1 (14)

dont ’ensemble des solutions est le méme que celui de (S7).

Il est clair que la ligne (L}) est équivalente & y = 2, et en reportant dans (L%), on obtient
=1

En conclusion, (S7) a pour unique solution le couple (1,2).

2. Résolution de

() { 2 — 2y =8 (Ly)

r—y=-1 (L)
Cette fois-ci, si I'on retranche 2(Ly) a (L1), on obtient le systeme

{0210 (L))

(52) r—y=—1 (Lé)

La premiere ligne ne peut jamais étre réalisée, et 'on conclut que (S2) n’a pas de solution.

21



3. Résolution de

(S5) { 2z — 2y = —2 (L1)

r—y=—1 (L)

On remarque que la premiere ligne est égale a deux fois la seconde. Par conséquent, le
systeme (S3) est équivalent a
z—y=-—1

L’ensemble des couples (x,y) vérifiant cette relation est

{ly—1Ly) [y eR}.

Le systeme (S3) a donc une infinité de solutions.

Conclusion : D’apres ces exemples, pour les systemes 2 x 2, au moins trois cas de figure peuvent
se présenter : ou bien le systeme a une seule solution, ou bien il n’en a pas, ou bien il en a une
infinité. Nous allons voir dans ce chapitre que méme pour les systémes linéaires généraux, il n’y
a pas d’autre scénario possible.

Notation : Dans tout ce chapitre, les systemes considérés sont a coefficients dans R ou C.
Dans un souci de simplification des notations, nous adopterons la convention que le symbole K
désigne R ou C. On rappelle que K™ désigne ’ensemble des n-uplets d’éléments de K, c’est-a-dire
I'ensemble des (uq,--- ,uy,) avec chaque u; appartenant a K.

2.2 Définitions

Définition 2.2.1 Soit p € N* et n € N*. On appelle systéme linéaire de p équations a n
inconnues a coefficients dans K (ou encore systéme p x n) tout systeme d’équations du type

ailxy + -+ apTy, = bl
(S)
avec aj; € K pour1<i<petl<j<mn, et b; € K.
Un tel systéeme est dit carré si p = n.
Définition 2.2.2 Siby =--- = b, =0, le systéme est dit homogeéne. Pour un systéme linéaire
général (S) de p équations a n inconnues, le systéeme

(s

est appelé systeme homogeéne associé a (5).

Définition 2.2.3 Soit (S) un systéme linéaire p x n. On appelle solution de (S) tout n-uplet
(uy,--- ,up) de K" tel que
ajiug + -+ arpty, = by

Définition 2.2.4 Deux systémes (S1) et (S3) sont dits équivalents s’ils ont le méme ensemble
de solutions, c’est-a-dire si toute solution de (S1) est solution de (S3) et vice versa.



Exemple : Les systemes

r1 =1 r1+x9=0
et
T1— T2 =2 T1—Tg =2

sont équivalents.
Définition 2.2.5 On dit qu’un systéeme carré est triangulaire si ['on a
a;j =0 pour tout couple (i,j) tel que i< j (systeme triangulaire inférieur)

ou bien

a;j =0 pour tout couple (i,j) tel que i >j (systéme triangulaire supérieur).

Un systéeme triangulaire est dit & diagonale non nulle s’il est triangulaire et si tous les termes

diagonaux sont non nuls.

Exemple : Le systeme suivant est triangulaire supérieur a diagonale non nulle :

1 + dxo + x4 =1
r9 + x3 = =5

r3 — 5.734 = 0
Ty = -1

Définition 2.2.6 On dit qu’un systéme p x n est échelonné s’il existe un entier k € {1,- -

et un k-uplet d’entiers j1 < --- < jx de {1,--- ,n} tel que
. a; =0 si j<ji
1. Pourie{l,--- ,k}, on a K ’
{ J { agj; 7 0.

2. Pouri>k, a;; =0.

Les k premieres équations sont appelées équations principales, et les inconnues xj,,- - -

sont appelées inconnues principales .

;n}

» L

Remarque 2.2.7 Tout systéeme triangulaire supérieur a diagonale non nulle est échelonné : on

ak=n etj; =1 pour tout i€ {1,--- n}.

Exemple : Le systeme 4 x 5 suivant est échelonné :

2x1 4+ 3x9 + x5 = 1
To + x3 + x4 — x5 = 4
Irs = 0
0 = -3
Onak =3, j1 =1, jo = 2 et j3 = 5. Les trois premieres équations sont les équations

principales, et x1, x2 et x5 sont les inconnues principales.

2.3 DMatrice associée a un systeme linéaire

Définition 2.3.1 Soit (S) un systéme p x n. Notons a;; (avec i décrivant {1,--- ,p} et j

décrivant {1,--- ,n}) ses coefficients. On appelle matrice associée au systéme (S) le tableau de
nombres
aip a2 - Qip
R (1?1 agy -+ G2n

apl apz o e apn



On dit que A est une matrice a p lignes, n colonnes et a coefficients dans K. On note M, ,(K)
I’ensemble des matrices a p lignes et n colonnes a coefficients dans K.
Sip=n, on dit que la matrice est carrée et on utilise plutot la notation M, (K) au lieu de

M, 0 (K).

Notation : Soit A € M, ,(K). On note a;; le coefficient général de A. Le premier indice (ici 7)
est celui des lignes, et le deuxieéme (ici j) est celui des colonnes. On utilise souvent la notation

A= (aijh<i<p -

1<j<n
Définition 2.3.2 On dit que deux matrices de A = (a;j)i<i<p et B = (bijhi<i<p de Mpn(K)
1<j<n 1<j<n
sont égales si leurs coefficients sont égauz : a;; = b;j pour tout i € {1,--- ,p} et j € {1,--- ,n}.
Définition 2.3.3 Soit A € M, ,,(K).
o Les p lignes (a1, ,a;) pour i € {1,---  p} sont appelées vecteurs lignes de A.
aij
e Lesn colonnes ( : ) pour j € {1,--- ,n} sont appelées vecteurs colonnes de A.
Apj
Exemple : Le systeme
T+ dry =2
(S) Ty — o +2x3=0

gZL‘l —233‘2 =1

a pour matrice associée la matrice carrée a 3 lignes et 3 colonnes

1 0 5

A={1 -1 1
5
32 0

Les vecteurs lignes de A sont
(1,0,5) (1,-1,1) et (3,-2,0).

Les vecteurs colonnes de A sont

1 0 5
1], -1 et 1
5

3 -2 0

Remarque : Si A € M, (K) (i.e p=1), A est appelée matrice ligne.
Si Ae M, i(K) (i.e n=1), A est appelée matrice colonne.

Définition 2.3.4 Soit A € M, (K) une matrice carrée. Les coefficients ay; pour i décrivant
1,--- ,n sont appelés coeflicients diagonaux de A. On dit que A est une matrice diagonale
si ses coefficients non diagonauz a;; avec i # j sont tous nuls.

La matrice diagonale dont tous les coefficients diagonaux sont égaux a 1 est appelée matrice
identité et notée I,,.

Définition 2.3.5 On dit qu’une matrice carrée est triangulaire si l'on a
a;j =0 pour tout couple (i,j) tel que i< j (matrice triangulaire inférieure)
ou bien

a;j =0 pour tout couple (i,j) tel que i>j (matrice triangulaire supérieure).



Proposition 2.3.6 Un systéme est triangulaire supérieur (resp. inférieur) si et seulement si sa
matrice associée est triangulaire supérieure (resp. inférieure).

Remarque : De méme, on dira que la matrice d’un systeme () est échelonnée si le systeme
est lui-méme échelonné.

Définition 2.3.7 Soit A € M, ,(K). On appelle matrice transposée de A la matrice B de
M, p(K) telle que bij = aji pour i € {1,--- ,n} et j € {1,---,p}. On note 'A la matrice

transposée de A.
2 1 4
tA
est A—<3 0 2).

La notation matricielle permet de récrire les systemes linéaires sous forme tres condensée.
En effet, considérons un systéme linéaire de p équations a n inconnues :

2 3
Exemple : La matrice transposée de A= |1 0
4 2

S

Tn

T1 b1
Notons A la matrice associée a ce systeme, x = < : > et b= ( : ) Le systeme (S) se récrit
bp

Ax = b.

Exemple : Le systeme

2x1 — x3 = 5
S
(S) { 1 + w2 + w3 = -1

se récrit
2 0 -1 il o 5
1 1 1 xo)  \—=1)°

En pratique, pour la résolution des systémes linéaires, on pourra adopter la notation condensée
suivante :

2 0 -1 5
(S)<:>11 ‘

2.4 Résolution des systemes échelonnés

Nous allons voir que la résolution de tels systémes est particulierement aisée. Commencons
par traiter le cas particulier des systemes triangulaires.
2.4.1 Systemes triangulaires a diagonale non nulle

Proposition 2.4.1 Soit (S) un systéme triangulaire supérieur a diagonale non nulle. Alors (S)
a une unique solution obtenue par la méthode de la remontée

o bn o b1 — An-1nTn o by —a12T2 — -+ — A1 Ty
Tp=—, Tp|1=—-—— .‘''i'ir... , T1 = .
QAnn An—1n-1 arl

'l s’agit donc d’une matrice & n lignes et p colonnes



Preuve : Le systeme (S) est du type

anry + - 4+ QpaTpa + apT, = b
Ap1n1Tp1 + ApinTnp = bn—l
Anndn = b,

Comme ay,, # 0, la derniere équ%tion permet de calculer z,,. Comme a, 1,1 # 0, 'avant
derniere équation donne z,,_1 = 2=2—%nfn Pyjg de proche en proche, comme ayj # 0,

An—1n—1
b — Qkk+1Tk41 — *** — QknTn
T = .
Akk
Comme xg11,- -,y ont déja été calculés, la formule ci-dessus permet de déterminer xy.

Exercice : Montrer que les systemes triangulaires inférieurs peuvent étre résolus de fagon
analogue par la méthode de la descente.

2.4.2 Systéemes échelonnés

Considérons un systeme échelonné général p x n :

A1, T5, + + aipr, = b
(S) ak]kxjk + + ApnTpn = bk’
0 = bgy1
0 = b,
ler cas : L'un des b; avec j € {k+1,--- ,p} est non nul. Alors (S) n’a pas de solution.
2éme cas : by = = b, = 0. Alors (5) est équivalent au systeme (3) suivant :
151 %5+ e + aipTn = b
(3)
Uhjp Tjp, T + apnan = by

Ce nouveau systeme se résout facilement par la méthode de la remontée en considérant
les inconnues non principales (x; avec j # j; pour tout ¢) comme des parametres libres. Si
k = n, le systéme (X) est tout simplement un systéme triangulaire supérieur a diagonale
non nulle, et la proposition 2.4.1 s’applique.

Sinon, on doit avoir k < n, et on obtient une infinité de solutions (z1,- - - ,x,) données par
les formules suivantes :

' b —kj, +1Tj, 41— —AknTn
LT, = Ak )
............................... ,

o bhimay 1% 41— —an®n
Tj = a1j, )

avec x; pour j # j; choisi arbitrairement dans K.

Exemple : Soit o un parameétre réel. On veut résoudre

2300 1]1
0101 —-1}3
0 00 0 1|6
0000 0«



ler cas : a # 0. Le systeme n’a pas de solution.
2éme cas : o = 0. Le systeme est équivalent a

2300 1|1
0101 -1|3
00 0O0 116

Les inconnues principales sont x1, x5 et x5. Les deux autres inconnues x3 et x4 sont des
parametres libres. Par la méthode de la remontée, on trouve :

Ty = 6,
To=3—2T4+x5 =9 — 24,
xy = 185802 — 16 4 Sy

L’ensemble des solutions de (.5) est

3
&= {(—16+§$4,9—$4,$3,$4,6> ‘$3 6R7$4 ER}

2.5 Meéthode du pivot de Gauss

La méthode du pivot de Gauss consiste & transformer un systéme (S) en un systéme échelonné
équivalent a l’aide de transformations élémentaires .

Les transformations élémentaires sont de trois types :

(T1) Echange de deux lignes du systeme,
(T'2) Multiplication d’une ligne par un scalaire non nul,
(T'3) Ajout a une ligne d’un multiple d’une autre ligne.

L’importance que 'on accorde aux transformations élémentaires est justifiée par le résultat
suivant :

Proposition 2.5.1 Deuz systemes (S1) et (S2) se déduisant l'un de 'autre par une succession
de transformations élémentaires sont équivalents.

Remarque : Autrement dit, faire des transformations élémentaires ne change pas I’ensemble
des solutions d’un systeme linéaire.

Preuve : 1l suffit de vérifier que chaque type de transformation élémentaire ne modifie pas
I’ensemble des solutions. Pour (7'1) (i.e permutations de deux lignes), c’est évident.
Pour (72) c’est également clair : si (z1,--- ,x,) est solution, alors on a pour tout a # 0,

;101 + -+ + QinTy = bi <— ®a;1T1 + -+ Qi Ty, = abi.

Reste a vérifier pour (7'3). Supposons que 'on ajoute a(L;, ) a la ligne (L;,) (avec ig # i1).

Notons (aij)1<i<p la matrice de (5), et (aj;)1<i<p la matrice du systéme (S’) obtenu apres
1<j<n 1<j<n

avoir ajouté a(L;,) & la ligne (L;,). Notons &£ (resp. &) I'ensemble des solutions de ()

(resp. (S")).

Il est clair que

(21) {a;j:aij si ’L'#Z'o,

Qjgj = Qigj T Xy j-



Soit (w1, -+ ,uy,) une solution de (S). On a par définition

(2.2) Vi € {1,"' ,p}, a;1ul + - + ajpuy = b;.
Comme agj = a;; pour i # iy, le n-uplet (ui,--- ,u,) satisfait les lignes de (S’) distinctes
de io.

En ajoutant « fois I'égalité (2.2) avec i = i; a Iégalité (2.2) avec i = ig, on trouve

(aip1 + aai1)ur + -+ + (@ign + Q@i )y = big + abi,

qui est exactement la ligne i de (S’). Donc (uq,--- ,uy) est solution de (S’). D’ou € C &'.

Pour montrer I'inclusion réciproque, il suffit de remarquer que l'on passe de (S’) a (S) en
retranchant o(L;, ) a (L;,). On reprend alors le raisonnement précédent en échangeant les

roles de (S) et de (S'), et en remplagant « par —a. ]
04 0 4|2
Exemple : Mettre le systtme (S) : 2 3 1 0]1 sous forme échelonnée :
2 0 -1 010

2 0 -1 0j0
() <= 2 3 1 0|1 (échange de (Ly) et (L3)),

0 4 4|2
2 0 -1 0]0

~— 2 3 1 0]1 (multiplication de (L3) par %),
01 0 1/3
2 0 -1 0]0

— 03 2 01 (on retranche (L1) a (L)),
01 0 1/3
2 0 -1 00

— 0 3 2 1 (on retranche (3L1) & (Ls3)),
00 -2 1|2

Le systéme obtenu apres cette succession de transformations élémentaires est échelonné (les
inconnues principales sont x1, x2 et 3. On peut donc le résoudre par la méthode de la remontée.
La proposition 2.5.1 assure que ce nouveau systeme est équivalent au systéme initial.



Algorithme du pivot de Gauss : Considérons un systeme (S) de taille p x n et de
matrice A. On veut résoudre Az = b.

Le pivot de Gauss est une méthode itérative permettant de transformer n’importe quel
systeme linéaire en un systeme échelonné équivalent aprés un nombre fini de transforma-
tions élémentaires.

Premiére itération :

Premier cas : La matrice A est nulle. L’algorithme est alors terminé.
Deuxiéme cas : A # 0. Soit j; I'indice de la premiere colonne non nulle.
lére étape : Par permutation de lignes on se ramene au cas ou a1, # 0. Le
systeme (.5) est donc équivalent & un systéme de matrice

n colonnes

o --- 0 aljl *
p lignes Sl ox % -
0 --- 0
2éme étape : Le but de cette étape est de faire apparaitre des 0 dans la
colonne j; sous le coefficient aq;, . Pour cela, on retranche CCZ—]?(Ll) a chaque
J1

ligne (L;) avec i > 2. Apres avoir appliqué ces p—1 opérations élémentaires,
le systeme équivalent obtenu a pour matrice

10 *
0 | =%
: *
P\ o 00 |=*

Itération suivante : On ne touche plus a la premiere ligne et I'on applique la méthode
de la premiére itération au systéme (p — 1) x n constitué par les lignes 2 & p du systeéme
obtenu a la fin de la premiere étape.

Fin de l’algorithme : L’algorithme s’arréte au bout d’au plus p — 1 itérations ou lorsque
le sous-systeme obtenu a toutes ses lignes nulles.

Remarque : Pour un systéeme pxn, 'itération type nécessite environ pn additions, soustractions,
multiplications ou divisions. L’algorithme du pivot permet donc de rendre un systeme échelonné
en effectuant environ p?n opérations (n3 opérations si le systéme est carré). Son coté automatique
le rend facilement exécutable par un ordinateur. Dans les cas pratiques, la méthode du pivot de
Gauss n’est pas forcément la plus rapide. Il n’est pas interdit de réfléchir avant d’appliquer
aveuglément 1’algorithme !

2.6 Structure de I’ensemble des solutions d’un systeme linéaire

2.6.1 Un exemple

Cherchons a résoudre le systeme (S) suivant :

-1
0
1

o I

10
3 1
01

=N O

Notons (S’) le systéme homogene associé a (.59).



Pour résoudre (S), on applique I'algorithme du pivot de Gauss :

1

1 0 0
() < 0 1 1 2|2 (on retranche 2(L1) a (L2), et (L1) a (L3)),
1 214

~1
(ajout de (Lg) a (L3)).

oy N O

2
4
Ce dernier systéme est échelonné et a pour inconnues principales x1, 2 et x3. On en déduit
xr3 = 3— 2:134,
(S)<:> To =2 —2x4 —x3=—1,

T1 =24 —To=4— x4 + 1.

Donc la solution générale s’écrit

T 1 1

x2 | -1 0

T3 - 3 * A —2

T4 0 1
——"

solution particuliere de (S)  solution générale de (S’)

Nous allons voir que I’ensemble des solutions d’un systeme linéaire, s’il n’est pas vide, peut
toujours s’écrire comme la somme d’une solution particuliere et de I’ensemble des solutions du
systeme homogene associé.

2.6.2 Cas des systémes homogenes

Proposition 2.6.1 Soit (S’) un systéme homogéne p x n et & l'ensemble de ses solutions.
Alors on a

i) (0,---,0) €& (et donc E' n’est pas vide),
ii) Si (x1,--+ ,xn) €E et (Y1, - ,yn) € E alors (x1+y1, -+ ,Tpn +yn) €E.
iii) Si (x1,-++ ,xn) € E et X € K alors (A\xq,--- , \xy,) € E'.

On dit que £’ est un sous-espace vectoriel de K".

Preuve : Le second membre d’un systeme homogene est une colonne de 0. Il est donc immédiat
que (0,---,0) e &".
Supposons maintenant que (z1,- - ,2,) et (y1,- - ,y,) soient solutions de (S”). Alors pour
tout i € {1,--- ,p}, on a

a1+ @inTn =0 et apnyr + - Ginyn = 0.
Donc, en sommant les deux égalités,
ait(z1 4+ y1) + - @in(xn +yn) = 0.

Il est également clair que pour tout A € K, on a a;Az; + - - - ajp Az, = 0. Les points i) et
ii1) sont donc prouvés. [ ]



2.6.3 Cas général

Proposition 2.6.2 Soit (S) un systéeme linéaire et (S’) le systeme linéaire homogéne associé.
Notons & et E' leurs ensembles de solutions respectifs. Supposons de plus que £ ne soit pas vide

et donnons-nous (z9,---  20) une solution particuli¢re de (S). Alors
(x1,--+ ,xp) €E = Az}, ,2l)€E telque (w1, - ,x,) = (@) +a,---,20 +2).

Autrement dit, si £ n’est pas vide alors £ est la somme des solutions de £’ et d’une solution
particuliere de £. On dit que £’ est un sous-espace affine de K".

Preuve : = Soit (29,---,2%) une solution particuliere de (). Alors on a pour tout i €
{17 e 7p}7
(2.3) ailx? + -+ am(L’% = bi.
Par ailleurs, (x1,--- ,2,) € £ si et seulement si pour tout i € {1,--- ,p},

;11 + "+ QinTp = bi.

En soustrayant a (2.3) cette deuxieéme relation, on trouve

0 0
ai1(r1 — 1) + - @in (T — 77) =0,

C déf . . .
ce qui signifie que (2}, - ,2}) = (v1 — 29, -+ , 2, — 2) est solution du systéme homogene
associé a (S).
<= Supposons que (z7,---,z) € &£. Alors on a a;;x) + -+ + ajpz,, = 0 pour tout

i€ {l,--- ,p}. En ajoutant I’égalité (2.3), on trouve
ain (2] +ah) + - (2, +a3) =0

pour tout i € {1,--- ,p}, et donc (z§ + z4,--- , 20 + 2/ est solution de (S). [






Chapitre 3

Familles de vecteurs

Dans tout ce chapitre, K désigne R ou C, et n est un entier supérieur ou égal a 1.

3.1 Vecteurs de K"

Définition 3.1.1 On appelle vecteur & n composantes tout n-uplet (z1,--- ,x,) d’éléments
de K. L’ensemble des vecteurs a n composantes (appelés plus simplement vecteurs) est noté K,
et l'on pose & = (x1,- -+ ,Tp).

43

On munit K™ d’une loi interne “+ 7 définie pour tous vecteurs & et i de K" par

et
T+y=z+y=(z1+y, ,Tn+Yn),
et d’une loi externe “-” définie pour tout scalaire A € K et vecteur ¥ € K™ par
—_
ANZEN 2=z, A2y,

Proposition 3.1.2 (K", +) est un groupe commutatif.

Preuve : La commutativité et 'associativité de la loi + résultent de celles de I’addition dans
def

R ou C. Il est de plus clair que I’élément neutre est le vecteur nul 0 = (0,---,0) et que le
symétrique de 7 est —& = (=1)- &= (—z1, - ,—Tp)- ]
Remarque 3.1.3 De plus, (K", +) est stable par la loi externe “-7 décrite plus haut : pour

tous scalaires X\ et i, et pour tous vecteurs T et i, on a

A (F+7) = )\ Z+ N7,
A+p) - ZT=X-T+p- 7,
A (p- %) = (An) - 7,

1-

—

=7
On dit que (K™, +,-) est un espace vectoriel sur K.

Remarques :

1. Par convention K° est I'espace vectoriel “trivial” contenant un seul élément noté 0. Clest
le plus “petit”de tous les K-espaces vectoriels.

2. Sauf en cas d’ambiguité, on omettra le point de la multiplication par un scalaire : AZ
désignera A - T.
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L’étude détaillée des espaces vectoriels fera 'objet du cours du second semestre. Nous nous
limitons dans un premier temps aux sous-espaces vectoriels :
Définition 3.1.4 Soit X C K". On dit que X est un sous-espace vectoriel! de K" si

1. (X,+) est un sous-groupe de (K", +),

2.VZe X, VA e K, \¥ e X.

Pour prouver qu’un sous-ensemble X de K™ est un s.e.v de K", on fait généralement appel a la
proposition suivante :

Proposition 3.1.5 X C K" est un sous-espace vectoriel de K" si et seulement si
1. X contient 0,
2.V eK, Vue K,Vie X, Vje X, \i + uyj € X.

Preuve : 1l est clair que tout sous-espace vectoriel vérifie 1 et 2.
Réciproquement, considérons un sous-ensemble X de K" vérifiant les propriétés 1 et 2. On
sait déja que X contient 0 qui est I’élément neutre pour la loi +. De plus, toujours d’apres
2, pour tout couple (#,%) € X x X, on a

F+y=17+1j€ X.

Donc (X, +) est un sous-groupe de (K", +).
Enfin,sideKetZe€ X,ona A=A+ 1.0 € X. n

3.2 Familles de vecteurs

3.2.1 Combinaisons linéaires

Définition 3.2.1 Soit I un ensemble non vide. On appelle famille de vecteurs de K" indezée
par I tout ensemble {Z; | i € I} de vecteurs de K™ ot l'indice i décrit tous les éléments de I. Une
famille de vecteurs indexée par I sera notée (Z;)icr. Si I = {i1, - ,ir}, on utilisera également
la notation (Zy,,- - , T, ).

e SiJ C I, on dit que (Z;)je; est une sous-famille de (Z;)icr.

e SiI C K, on dit que (Ty)rek est une sur-famille de (Z;);cs.

Remarque 3.2.2 I est parfois commode d’étendre la définition ci-dessus au cas ou I = (). Par
convention, la famille indexée par l’ensemble vide est (). On ’appelle famille vide de K". Bien
évidemment, la famille vide est sous-famille de toute famille de vecteurs.

Dans la suite du cours, on se limite a des familles finies de vecteurs. Le plus souvent, ces familles

seront indexées par I = {1,--- ,k} et notées (1, ,Ty).

Définition 3.2.3 Soit (Z1,--- ,Z),) une famille de vecteurs de K". On dit que §j € K" est com-
binaison linéaire de la famille (Z1,--- ,%p) s’il existe un p-uplet (A\1,--- ,Ap) d’éléments de K
tel que

7= M1+ + M.

Convention : Toute combinaison linéaire de zéro vecteur (i.e de la famille vide) est égale au
vecteur nul.

Proposition 3.2.4 Tout sous-espace vectoriel de K™ est stable par combinaison linéaire d’un
nombre arbitraire de ses vecteurs.

Preuve : La proposition 3.1.5 montre la stabilité par combinaison linéaire de deux vecteurs.
Une récurrence élémentaire donne le cas général. [ |

lou s.e.v en abrégé



3.2.2 Familles génératrices

Définition 3.2.5 Soit X un sous-espace vectoriel de K"™. On dit qu’une famille de vecteurs
(Zy,---, &%) de X est génératrice si tout élément de X est combinaison linéaire de (Z1,--- ,Z).

Proposition 3.2.6 Soit (dy,- - ,Uy) une famille de vecteurs de K™. L’ensemble des com-
binaisons linéaires des i; est un sous-espace vectoriel de K™. On [’appelle sous-espace
vectoriel engendré par la famille (ty,--- ,ux) et on le note Vect (dy,--- ,uy). C’est le
plus petit sous-espace vectoriel contenant tous les vecteurs de la famille (dq,- - , U).

Preuve : Pour vérifier que Vect (i1, - ,U)) est un sous-espace vectoriel, on va appliquer la
proposition 3.1.5.
e Vect (i1, - ,u)) n'est pas vide car contient .
e Si 7 et ¢ sont deux éléments de Vect (i1, - , ) alors on peut trouver deux k-uplets
(A1, -5 Ak) et (p1, -, ) tels que

k
T = Z)\ZZ_[Z et 37: Z/Lzﬁz
=1

i=1

Pour tout couple (), 1) de K2, on a donc

k
AT+ py = Z(M\z‘ + popt )
i=1
Donc AT + uy est bien combinaison linéaire de (w1, - ,Ug)
Enfin, si X est un sous-espace vectoriel contenant chacun des vecteurs u;, il contient toute
combinaison linéaire de la famille (@1, --- , dx) (cf Prop. 3.2.4) donc Vect (dy,--- ,ux). M

Remarque : Le sous-espace vectoriel engendré par la famille vide de K" est {6}

Nous laissons au lecteur le soin d’établir le résultat suivant :

Proposition 3.2.7 Soit (Z1,--- ,%p,) une famille de vecteurs de K", et (Z;,,--- , ¥, ) une sous-
famille de (Z4,--- ,%p). Alors on a
Vect (Z4,,- -+ , @, ) C Vect (&1, ,@p).

Pour déterminer le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs, on fait souvent
appel a la proposition suivante :

Proposition 3.2.8 Le sous-espace vectoriel engendré par une famille de vecteurs donnée est
mvartant par les opérations suivantes :

(T'1) Permutation de deux vecteurs,

(T2) Multiplication d’un vecteur par un scalaire non nul,

(T3) Ajout a l'un des vecteurs d’une combinaison linéaire des autres vecteurs.

Preuve : Soit (Z1,--- ,@p) une famille de vecteurs. L’invariance de Vect (Z1,--- ,&p) par les
transformations (7'1) et (72) est évidente.
Pour (T3), il suffit de considérer le cas ou l'on ajoute un seul vecteur, le cas général suit
par récurrence. Quitte a changer 'ordre des vecteurs (ce qui ne change pas les sous-espaces
vectoriels engendrés), il suffit de prouver par exemple que pour tout « € K, on a

Vect (fl + Oé.fg,fQ, s ,l_"p) = Vect (fl,fQ, s ,l_"p).



Soit ¥ € Vect (¥1 + aZy, ¥a,- - ,Zp). Alors il existe (Aq,---,Ap) € K? tel que

Y= )\1(;?1 + OéfQ) + XoZg + -+ + )\pfp.

On a donc
y=MZ1+ (A2 + al)Ze + - + \p@)p.
et, par conséquent, i € Vect (1,2, ,Zp). On a donc montré que
Vect (&1 + ady, Za, -+ , &) C Vect (1,22, -+, Zp).
Pour montrer 'inclusion réciproque, on considere i € Vect (21,22, -- ,Zp). 1l existe donc
(1, 5 pp) € KP tel que § = p1 &y + poda + - - - + ppdp, ce qui peut se récrire
¥ = p1(21 + ) + (p2 — apn )To + podis + - -+ + pp@y.
On a donc bien y € Vect (Z1 + aZy, T2, -+ ,Zp).
|
3.2.3 Familles libres et familles liées
Définition 3.2.9 Soit (41, - ,Uy) une famille de K.
e On dit que (Uy,--- ,u) est libre (ou linéairement indépendante) si
k
YO, M) € KX, (ZAU :0) — ()\1 = :0).
i=1
e On dit que (U1, -- ,Uy) est liée (ou linéairement dépendante) si elle n’est pas libre,
k
c’est-a-dire s’il existe un k-uplet (A1,--- ,Ag) # (0,---,0) tel que Z \it; = 0.
i=1
Convention : La famille vide est libre.
Proposition 3.2.10 Si (dy,--- ,Uy) est libre et & € Vect (U1, - ,Uy) alors il existe un unique

k-uplet (A1, , \x) d’éléments de K tel que & = Zle At
Autrement dit,

k k
(fz Z)\zﬂi ZZMiﬁi) = <)\1 = 1,0, Ak :Mk)-
=1 i—1

Preuve : L’égalité Zle Aitl; = Zle 1;; entralne Zle()\i — W)U = 0, et donc, puisque

(ty,- - ,uy) est libre, A\; — pu; = 0 pour tout i € {1,--- ,k}. [
Proposition 3.2.11 Soit (Z1,- - ,Z)) une famille de vecteurs de K", et i € K".
1. Siy € Vect (&1, , @) alors la famille (Z1,--- , Tk, Y) est liée.
2. Réciproquement, si la famille (Z1,--- , 2k, y) est liée et si de plus (Z1,--- ,T)) est libre
alors i € Vect (¥1,- -+ , ).
Preuve :
1. Si § € Vect (&1, , &) alors il existe un k-uplet (A1,---, ;) d’éléments de K tel

que § = Zle A,Zr. On a donc Zle MNe@py —§ = 0. Le (k4 1)-uplet (A1, , A\, —1)
n’est pas identiquement nul donc la famille (#1,--- , ¥, 7) est liée.



2. Réciproquement, supposons que (Z1,--- , Tk, ) soit liée et que (Z1,- - ,Zk) soit libre.

Alors il existe un (k4 1)-uplet non identiquement nul (Aq,--- , Ag, A) de KF+! tel que
k

(3.1) D Nid +Aj=0.
i=1

On peut de plus affirmer que A # 0. En effet, si A était nul alors (3.1) entrainerait
que Zle NiZi = 0. Mais (Zy,--- , &) est libre, donc (Aq,---,A;) = (0,---,0), puis
(A, , Ak, A) = (0,--+,0), ce qui est contraire a 'hypothese faite.

Donc A n’est pas nul, et on peut écrire d’apres (3.1),

" Ai
=1
Autrement dit, ¢ € Vect (Z1,--- , Zk).
|
Proposition 3.2.12 Une famille (Z1,--- , %) est liée si et seulement si elle contient un vecteur
qui est combinaison linéaire des autres vecteurs.
Preuve : =—> Supposons que (Z1,--- ,Z) soit liée. Alors il existe un k-uplet (A1, ---, Ag) non

nul tel que Zle A\;Z; = 0. Comme le k-uplet n’est pas nul, l'un des \; (disons Ay pour
fixer les idées) n’est pas nul et 'on a donc

et donc Z; est combinaison linéaire des autres vecteurs de la famille.

<= Supposons par exemple que Zj soit combinaison linéaire de (#y,---,Zx_1). Alors
Zr € Vect (T, -+ ,Zx_1) et la proposition 3.2.11 montre que la famille (Zq,--- ,Zk) est
lide. [ |

Cas particuliers :
e Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
e Une famille de deux vecteurs (Z'1, %) est liée si et seulement si ¥1 et Zo sont colinéaires,
i.e il existe A € K tel que

fl = )\_’2 ou fQ = )\fl
Pour déterminer si une famille de vecteurs est libre ou liée, on a souvent recours a la proposition

suivante :

Proposition 3.2.13 1. Toute sous-famille d’une famille libre est libre.
2. Toute sur-famille d’une famille liée est liée.
3. Toute sur-famille d’une famille génératrice est génératrice.

4. Une sous-famille d’une famille non génératrice n’est pas génératrice non plus.

Exercice : Prouver la proposition 3.2.13.



3.2.4 Bases

Définition 3.2.14 Soit X un s.e.v de K™. On dit que la famille de vecteurs (dy,--- i) est
une base de X si elle est a la fois libre et génératrice de X.

Tout vecteur T de X se décompose alors de maniére unique en T = Ele ;. Le k-uplet
(x1, -+ ,xk) s’appelle coordonnées de & par rapport a la base (uy,--- ,Uy).

Exemples :

1. Dans R? (ou C?), la famille constituée des vecteurs &, = (1,0,0), & = (0,1,0) et &3 =
(0,0,1) est une base. En effet, il clair que (€1, €5, €3) est libre. De plus, tout vecteur & =
(z1,x2,x3) peut s’écrire

T = x1€1 + X9 + T3€3.
La base (€1, &, €3) est appelée base canonique de R3 (ou C?).

2. En revanche, la famille (€7,é) n’est pas une base de R3. En effet, une combinaison
linéaire de €7 et de €3 a sa troisieme composante nulle. Le vecteur €3 n’est donc pas
dans Vect (€1, €2).

3. Définissons @ = (1,1,1). La famille (&1, &, €3, 1) est génératrice de R3 puisque contient la
famille (€1, €2, €3) qui est déja génératrice. Mais €] + €3 + €5 — @ = 0. Donc (€1, €3, €3, 1)
est liée et (€1, €, €3, %) n’est pas une base.

4. Plus généralement, la famille (€1, -- ,é,) de vecteurs de K" définie par

&=1(0,---,0, (1 ,0,---,0)

position 7

est une base de K™. On 'appelle base canonique de K".

—

Théoréme 3.2.15 Soit X un sous-espace vectoriel de K", et (Z1,--- , &) une famille de vec-
teurs de X. Les trois propriétés suivantes sont équivalentes :

i) (1, , @) est une famille libre mazimale (i.e si on ajoute un ou plusieurs vecteurs a la
famille, on obtient une famille liée),

it) (1,--- , @) est une famille génératrice minimale (i.e si on retire un ou plusieurs vecteurs
a la famille, la famille obtenue n’est plus génératrice de X ),

iit) (&1, , &%) est une base.

Preuve : En vertu de la proposition 3.2.13, il suffit de traiter les cas ou ’on ajoute ou retire
un seul vecteur.

i) = i4i) : Soit (&1,---,Z}) une famille libre maximale. Montrons que cette famille est
aussi génératrice.
Soit 7 € X. Alors par hypothese, la famille (&1, - , @, %) est liée. La proposition 3.2.11

assure donc que y € Vect (&1, -+ ,Z).

ii1) = i) : Soit (¥1,--- ,T)) une base de X. Par définition, cette famille est donc libre. De
plus,siy € X alors ¢ € Vect (Z1, - -+ , &) puisque (Z1, - -, Tx) est aussi génératrice. D’apres
la proposition 3.2.11, on conclut donc que Vect (&1, -+ , @, ¥) est lie. Donc (%1, - , Tk)

est libre maximale.

1) = 1) : Soit (¥1,--- ,Zk) génératrice minimale. Supposons par l'absurde que cette
famille ne soit pas une base. Alors elle est liée, c’est-a-dire que I'un de ses vecteurs —disons
Ty, pour fixer les idées— est combinaison linéaire des autres :

N

-1
(32) 3(0&1, T 7ak—1) € Kk_17 fk = Q; _’i-
1

.
Il



Soit maintenant 3 € X arbitraire. Comme (Z1, - - , T)) est génératrice, il existe un k-uplet
(A1, -+, Ag) d’éléments de K* tel que

J=> N
i=1

En tenant compte de (3.2), on trouve

k—1

:lj: ()\z + az)\k)fl

i=1
En conséquence (71,--- ,T_1) est génératrice, ce qui contredit ’hypothese “(#1,--- , Tk)
génératrice minimale”.
141) = 1) : Soit (¥1,--- , @) une base de X. Alors (&, -+ , ) est génératrice. Retirons un
vecteur a cette famille, par exemple Z. La proposition 3.2.11 montre que Zj ne peut étre
engendré par la famille (#1,--- ,&_1) car alors (¥1,--- , &) serait liée. En conséquence,
(Z1,--- ,Zk) est bien génératrice minimale. ]

Théoréme 3.2.16 (de la base incompléete) Soit X un s.e.v de K™ non réduit a {6}, m € N*

et p € {0,--- ,m}. Soit (Z1,---,Zy) une famille génératrice de X telle que (Z1,--- ,@p) soit
libre®. Alors il existe un entier k € {0,--- ;m —p} et k indices (i1,--- ,ix) vérifiant p < i1 <
ce < <m et tels que (1, -+, T, Tiy, -+, T4, ) soit une base de X.

Preuve : (hors-programme)

Soit (#1,- - ,&p,) une famille génératrice de X dont les p premiers vecteurs constituent
une famille libre. Considérons I’ensemble

E={(Z1, -, Zp, Tj, -, Z5,) | 0<U<m—p, p<ji1 <--- <je <met (&, ,7;,) libre}.

Soit C 'ensemble des cardinaux des familles de £.

L’ensemble £ contient au moins un élément : (&1,--- ,Z,). Donc C est un sous-ensemble
non vide de N. Par construction, m est un majorant de C. Donc C admet un élément
maximal que 'on peut toujours noter p + k. (On a donc bien 0 < k < m — p).

Soit (£1, -+ ,Zp, Lj,, - ,Zj,) un élément de £ de cardinal maximal. Cette famille est libre
et maximale par construction. D’apres la proposition 3.2.15, c’est une base. ]

Remarque : Autrement dit, on peut compléter toute famille libre (Z1,---,Z,) de X en une
base de X en lui adjoignant des vecteurs bien choisis de (Zpt1,- -+, Zm).

3.3 Rang et dimension

3.3.1 Dimension d’un sous-espace vectoriel

Lemme 3.3.1 Dans K" une famille comportant n + 1 vecteurs est toujours liée.
Plus généralement, si X est un sous-espace vectoriel de K™ engendré par une famille de p
vecteurs alors toute famille de vecteurs de X comportant au moins p + 1 éléments est liée.

2 Avec la convention que (&1, - -, &p) est la famille vide si p = 0.



Preuve : Ce résultat sera prouvé au second semestre dans un cadre plus général. La preuve est
hors-programme mais nous en donnons les étapes essentielles afin de satisfaire la curiosité
du lecteur. On fait une récurrence sur la dimension n, ’hypothese de récurrence étant :

(Pr) Dans K", toute famille de n + 1 vecteurs est liée.

e Montrons que (P;) est vraie : Si «a et 3 sont deux éléments de K!, c’est-a-dire de K.
Il est clair qu’il existe (A, ) € K2 non nul tel que Ao + 3 =0 : si a # 0, on peut choisir
par exemple A = —3/a et p=1; si « =0, le couple (1,0) fait Paffaire.

e Supposons (P,) vraie et démontrons (Pny) : Soit donc (Z1,- -, Zpy2) une famille
de n + 2 vecteurs de K™ Notons (a:ll, e ,x?ﬂ) les coordonnées de ¥; par rapport a la
base canonique de K™, Etablir I'existence d'un (n+2)-uplet (A1, , Apj2) non nul de
K™ tel que Z?ﬁ Ai@; = 0, revient & montrer que le systéme linéaire (S) suivant admet

une solution (Aq,- -+, Apj2) non nulle :

TIA + o+ TpoAnie = 0,
(S) .

ler cas : gyl = =21 =0.
Dans ce cas, la derniere ligne du systéme est vérifiée par n’importe quel (n+2)-uplet
(A1, , Ang2). Sil’on pose @ & (z}, -+, 2?), la famille (&, - - , Ty 41) est une famille
de n + 1 vecteurs de K™. En vertu de I’hypotheése de récurrence, elle est liée. Donc
(Z,+++ , @) aussi (cf prop. 3.2.13). On peut donc trouver (Ay,- -+, Apy2) € K2

non nul tel que les n premieres lignes de (S) soient aussi satisfaites.

2éme cas : Les coefficients de la derniere ligne de (5) ne sont pas tous nuls.
Quitte a changer 'ordre des vecteurs de la famille et a multiplier la derniere ligne de
(S) par un scalaire non nul, on peut supposer que ng = 1. On a donc
TIA 4+ 2 A1 20 Ange = 0,
n)\l + -+ :L'n_i_l)\n-i—l + $g+2)\n+2 - 0,
n+1 n+1
n+2 Z ] >‘

Pour i € {1,--- ,n+1}, définissons

7 = = (x} — UL&HMJ’Wrl LT = $n+233n+1)
Le systeme (S) donne E"H \iZ = 0. D’apres (Pp), la famille (:1_:’&, oo, @ ) de K™ est
liée. Donc il existe (A, - - )\n+1) non nul tel que E"H ;@ = 0. En définissant )\n+2

conformément a la derniere ligne du systeme ci-dessus, on obtlent Z"+2 \id; = 0.
|

Proposition 3.3.2 Soit X un sous-espace vectoriel de K™ non réduit a {0}. Alors X
admet une base composée d’au plus n vecteurs. De plus, toutes les bases de X comportent
le méme nombre k d’éléments. Ce nombre est appelé dimension de X. On le note dim X .

Preuve : La preuve de l'existence d’'une base se fait par récurrence limitée. Par hypothese,
X contient un vecteur 1 # 0. On choisit alors un autre vecteur Zo de X tel que (71, Z2)
soit une base. Si un tel vecteur n’existe pas, (1) est une famille libre maximale et donc
une base (cf th. 3.2.15).



Plus généralement, supposons connue une famille libre (Zq,---,7j_1) de X. Deux cas
peuvent se présenter. Ou bien (Zq,---,2;_1) est libre maximale auquel cas le th. 3.2.15
assure que (Z1,--- , ;1) est une base de X, ou bien cette famille libre n’est pas maximale,
auquel cas on peut trouver Z; € X tel que (&1, -- ,Z;) soit libre.

Enfin, en vertu du lemme 3.3.1, le procédé de construction s’arréte au plus tard apres
I'obtention d’une famille libre & n éléments.

Reste a vérifier que toutes les bases ont le méme nombre d’éléments. Donnons-nous deux
bases (&1, , &%) et (41, -+ ,yr) de X. On a
X = Vect (%1, -, @) = Vect (¥1,- -+ ,Ye)-

La premiere égalité montre que X est engendré par k vecteurs. D’apres le lemme 3.3.1,
toute famille de k + 1 vecteurs de X est donc liée. Comme (%1, -+ , ) est libre, on a donc
¢ < k. En échangeant les roles des deux familles, on obtient k£ < /. [ ]

Remarque 3.3.3 1. Par convention, le sous-espace vectoriel {6} a pour dimension 0.

2.
3.

La base canonique de K™ comporte exactement n éléments. Donc dimK" = n.

Les sous-espaces vectoriels de dimension 1 sont appelés droites vectorielles ou plus sim-
plement droites.

Les sous-espaces de dimension n — 1 de K" sont appelés hyperplans. Lorsque n = 3, on
parle plutot de plan. Enfin, si n = 2, les hyperplans sont des droites vectorielles.

Remarque : Sachant que X est un sous-espace vectoriel de dimension k, pour montrer

qu'une famille (77, - - - , &) de vecteurs de X est une base, il suffit d’établir que (Z1,-- - , Z)
est génératrice ou que (¥, - , &) est libre.
Exemples :

1. Equation d’une droite de R? :

Soit (a, ) € R?\(0,0). La droite (vectorielle) engendrée par le vecteur @ = («, 3) de
R? est I’ensemble des vecteurs ¥ = (z,y) tels que Bz — ay = 0.

Réciproquement, si (a,b) # (0,0), I'ensemble des vecteurs o = (x,y) de R? tels que
azx + by = 0 est la droite (vectorielle) de R? orthogonale au vecteur i = (a, b).
2. Equation d’un plan de R? :
Soit (a, b, ¢) un triplet non nul (i.e distinct de (0,0,0)) de R3. L’ensemble des vecteurs
7= (v,y,2) de R? tels que
ax+by+cz=0
est un plan (vectoriel) de R3. C’est le plan orthogonal au vecteur @ = (a, b, c).

3. Equation d’un hyperplan de R™ :

Plus généralement, si (aq,- -+ ,ay) est un n-uplet non nul de R™, alors 'ensemble des
vecteurs ¥ = (x1,--- ,&y,) tels que

a1+ -+ apry, =0

est un hyperplan de R".

Proposition 3.3.4 Soit X et Y deux sous-espaces vectoriels de K™ tels que X C Y.
Alors dim X < dimY etdim X =dimY si et seulement s1 X =Y.




Preuve : Notons k = dim X et £ = dimY'. Il est clair que toute base de X est une famille
libre de Y. Le théoreme de la base incompléte assure donc que k < /.
Si X =Y, il est trivial que dim X = dim Y. Réciproquement, supposons que dim X =
dimY et X C Y. Soit (fi, e ,ﬁ) une base de X. Alors c’est aussi une famille libre de Y.
Elle est maximale car dimY = k. Donc c’est une base de Y. On a donc

Y = X = Vect (f1,- , fr).

3.3.2 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 3.3.5 Soit (Z1,--- ,%p) une famille de vecteurs de K". On appelle rang
de la famille (2, ---,%),), noté rg (&1, - ,Zp) la dimension du sous-espace vectoriel
Vect (21, ,2p).

Proposition 3.3.6 Soit (Z1,--- ,Z)) une famille de vecteurs de K.
i) On a toujours rg (&1, ,Zp) < p.
ii) On arg (&1, - ,Zp) < n avec égalité si et seulement si (Z1,--- ,Zp) engendre K™.
iii) On arg (&1, -+ ,%p) =p si et seulement si la famille (Z1,--- ,Zp) est libre.
Preuve : Notons X = Vect (&, - ,Zp). D’apres le théoreme de la base incomplete ap-

pliqué a la famille vide et & la famille génératrice (&1, --- ,Z)p), il existe une sous-famille de
(@1, -+ ,@p) qui est une base de X. Cette famille a au plus p éléments, ce qui montre le ).

Comme Vect (Z1,---,2p) C K", le 7)) de la proposition résulte de la proposition 3.3.4.

Par définition méme de X, la famille (&1, -- ,Z},) est génératrice. Si de plus (241, ,Zp)
est libre alors (1, ,Z),) est une base de X, et donc dim X = p.

Si au contraire (1, - - ,Z)p) est liée, alors I'un des vecteurs, par exemple &, est combinaison
linéaire des autres. Donc X = Vect (Z1,--- ,Z,—1), et donc d’apres i), dimX <p—1. =

Pour déterminer le rang d’une famille de vecteurs, on a souvent recours au résultat suivant :

Proposition 3.3.7 Le rang d’une famille de vecteurs est invariant par les transformations
élémentaires (T'1), (T2) et (T'3) définies dans la proposition 3.2.8.

Preuve : C’est une conséquence immédiate de la proposition 3.2.8. ]

3.3.3 Rang d’une matrice

Définition 3.3.8 Soit A € M,,,,(K). On appelle rang de la matrice A (noté rg A) le rang de la
famille de vecteurs constituée des p vecteurs lignes de A. Autrement dit, si I’on note d; la i-éme
ligne de A, on a

rg A =rg(dy, - ,dp).

Proposition 3.3.9 [Rang d’une matrice échelonnée] Soit A une matrice échelonnée du type

suvant :
0 aljl * *
0 0 a2jy *

Alors rg A = k.



Preuve : Comme les p — k dernieres lignes de A sont nulles, le rang de A est égal a celui de

ses k premieres lignes. Par définition des indices j;, on a a;j, # 0 pour ¢ € {1,--- ,k}, donc
la famille constituée par les k premieres lignes est libre (pour le voir, revenir & la définition
d’une famille libre). On a donc bien rg A = k. [

3.3.4 Calcul pratique du rang d’une famille de vecteurs

Considérons une matrice A € M,, ,(K). Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’une succession
de transformations élémentaires permettait d’obtenir une matrice B échelonnée (méthode du
pivot de Gauss). La proposition 3.3.7 assure que rg A = rg B. De plus, le rang de B peut étre
facilement calculé grace a la proposition 3.3.9.

Ces considérations nous suggerent une méthode systématique permettant de calculer le rang
d’une famille de vecteurs :

Comment calculer le rang d’une famille de vecteurs

Pour calculer le rang d’une famille de vecteurs (&1, - - - ,Z),) de K", on procede comme suit :
1. On dispose les p vecteurs en ligne. On obtient ainsi une matrice a p lignes et n
colonnes :
T T1i1 - Tin
A= : =
;Up l‘pl PEEEY :L'pn

2. On applique aux lignes de la matrice A des transformations élémentaires (7'1), (7'2)
ou (7'3) afin d’obtenir une matrice B échelonnée et de méme rang que A. Pour ce
faire, la méthode du pivot de Gauss est tout indiquée.

Le rang de A est alors égal au nombre de lignes non nulles de B.

Exemple : Calculer le rang de la famille (171, %, 173, 1_/;1) composée des vecteurs de R® suivants :
Vi =(1,0,0,2,-1), Vy=(0,1,-2,1,0), V3= (0,—1,2,1,—1), V;j=(0,0,0,2,—1).

On écrit la matrice A de lignes ‘71, ‘72, ‘_/}, et 174 :

1 0 0 2 -1
0 1 -2 1 0
0 -1 2 1 -1
0 0 0 2 -1

puis on applique 'algorithme du pivot de Gauss afin de transformer A en une matrice échelonnée.
En ajoutant (L) & (L3), puis en retranchant (Ls3) a (L4), on trouve

10 0 2 —1
01 -2 1 0
rgA=te g g o 9
00 0 2 —1

Cette derniere matrice est échelonnée avec trois lignes non nulles. Donc

rg (Vi Va, V3, V4) =g A = 3.







Chapitre 4

Déterminants

A ce stade, la méthode du pivot de Gauss est le seul outil dont nous disposons pour déterminer
si une famille de vecteurs est libre ou liée (en fait, cette méthode donne un renseignement un
peu plus précis, a savoir le rang de la famille en question). Dans ce chapitre, nous présentons
un critere alternatif permettant de déterminer si une famille est libre ou liée : le calcul du
déterminant.

Cette notion de déterminant ne vous est probablement pas étrangere dans le cas des vecteurs
de R2. Vous savez sans doute que deux vecteurs @ = (21, 1) et b = (22,%2) de R2 sont colinéaires’

si et seulement si
a6t

w1 T1Yy2 — x2y1 = 0.

T2 Y2

Nous allons généraliser la définition du déterminant au cas de n vecteurs de K" et disposerons
ainsi d’un critére permettant de savoir si ces n vecteurs sont liés ou libres.

4.1 Définition du déterminant

Proposition 4.1.1 Le déterminant est lunique application qui o une matrice carrée A de
M, (K) associe un scalaire de K noté det A, et vérifie les propriétés suivantes :

1. Linéarité par rapport a chaque ligne :

ai ai ai
det | @; +a, | =det | @ | +det | @, | < ligne i
an an an
a ay

det | A\a; | = Adet | a; | « ligne ¢

— —

an an

2. Caractere alterné : Si la matrice A a deuzx lignes identiques alors det A = 0.

8. Normalisation : det I, = 1.

Lou liés puisqu'il s’agit de deux vecteurs

45



Proposition 4.1.2 L’application det est de plus antisymétrique, c’est-a-dire que

det

Réciproqguement, toute application de M, (K) dans K

antisymétrique, est alternée.

Preuve :
ar
[ii + Qj 7
0 = det :
a; + d} i
an

d’ou 'antisymétrie.

Réciproquement, si F € F(M,(K);K) est une application antisymétrique, on a par

définition

« ligne ¢

« ligne j

= —det

an

ai
a; 1
det : + det
ai+a;| J
A,
ay ay
6i 7 CTZ
det | : +det | :
a; | j a;
dn, dn,
ay
(_I’Z' 2
0+det| : + det
a | J
dn,

«— ligne ¢

« ligne j

a
aj 1
ai+a; | J
an
ay
1 [ij
+det | :
J a;
an
ay
Eij (3
: + 0,
a; | J
an

+ det

linéaire par rapport a chaque ligne et

Comme P’application det est linéaire et alternée par rapport a chaque ligne, on a




Ces deux termes sont donc nuls quand @; = dj;. [ |

Idée de la preuve de ’existence de ’application déterminant :
Notons (€7, -+ ,€y,) la base canonique de K™. Tout vecteur d; de K" peut se décomposer en

n
a; = E aijej.
J=1

En utilisant la linéarité par rapport a chaque ligne, on en déduit que

—

al

n n
det | : :Z“‘Zaljl"'anjndet

€j1

On en déduit que 'application det est uniquement déterminée par sa valeur sur les vecteurs de la
base canonique. Grace au caractere alterné, on sait de plus que I'image d’une famille contenant
deuz fois le méme vecteur de la base canonique par 'application det est nul. Par antisymétrie,

€51
on constate de plus que lorsque les €}, sont choisis deux & deux distincts, det | : peut étre
€
€1
calculé a partir de det | : | en effectuant un nombre fini de permutations de lignes. Donc la
é'n
valeur de det I,, (qui est prise égale a 1) détermine l'application det de fagon unique. [ ]

Notation : Soit A = (a;j)1<i,j<n une matrice. Le déterminant de A est souvent noté

ailp aiz - Qi

a1 Q22 -+ Q2n
det A =

apl Aap2 - Ann

4.2 Propriétés élémentaires du déterminant

Proposition 4.2.1 Pour tout A € K et A € M, (K), on a ‘ det(AA) = \" det A.

Preuve : En notant ay,--- ,d, les lignes de A, on a
)\61 51 51 (_il
)\52 )\52 62 52
det(AA) =det | AG3 | = Xdet | AG3 | = A\2det | Ad3 [ =... = \"det | G3

Proposition 4.2.2 Si l’on ajoute a une ligne une combinaison lincaire des autres lignes,
alors le déterminant ne change pas.




Preuve : Supposons que l'on ajoute > ki Ajd; alaligne i. En utilisant la propriété de linéarité
par rapport aux lignes, on a alors :

— —

al al a:1
det | @; + Zj?él- d}' =det | a; | + Z )\j det (_ij «— ligne ¢

JF

Ay, (_in

ST

n

Les n — 1 derniers termes de I'inégalité de droite sont des déterminants de matrices ayant
deux lignes identiques. En vertu du caractere alterné de I’application det, ils sont nuls,
d’ot1 le résultat. [ |

Proposition 4.2.3 Si ['une des lignes de A est nulle alors det A = 0.

Preuve : 1l suffit d’écrire :

— — —

aq aq aq
det | 0 | =det|0-0| =0-det| 0 | =0
dn, dn, dn,

Proposition 4.2.4 Si A est une matrice diagonale alors det A est le produit des termes dia-

gonaux. De méme, si A est une matrice triangulaire supérieure alors det A est le produit des
termes diagonau.

Preuve :

1. Cas ou A est diagonale. On a alors par linéarité

ail 0 0
detA = 0 axn
0
0 0 apn
1 0 0
— a 0 a9
0
0 0 ann
1 0 0
1
= Q11022
0
0 0 anpn
1 0 0
n 0 1 n
= = (L% ai) =1[iZ; au-



2. Cas ou A est triangulaire supérieure a diagonale non nulle. En reprenant le calcul
précédent, on obtient?

n
det A = <H az’z’) 0 1
i=1 R

11 suffit donc de montrer que le déterminant de toute matrice triangulaire supérieure
avec des 1 sur la diagonale est égal a 1.

Considérons donc une matrice A de ce type et notons (Ly), ---, (Ly) ses lignes. En
retranchant successivement a1,(Ly) a (L1), ag,(Ly) & (Lo), jusqu'a ainq(Lnq) &
(Lp-1) (opérations qui ne changent pas le déterminant), on fait “apparaitre des 0”

sur la derniére colonne et I'on trouve :

1 % * 1 = 0
0 1 101

* 0
0 0 1 0 0 1

L’étape suivante consiste a retrancher a;y1(Ly—1) & la j-ieme ligne afin de faire ‘ap-
paraitre des 0 dans I’avant derniére colonne. En itérant le procédé, on conclut finale-
ment que le déterminant cherché est égal a celui de I'identité, donc a 1.

3. Cas ou A est triangulaire supérieure avec au moins un terme diagonal nul. Notons
1 lindice du plus grand coefficient diagonal nul de A. En utilisant la linéarité de
I’application det par rapport aux n — ¢ derniéres lignes, on montre aisément que

a1l * * * .. %
0
Ai1i-1
det A = @i X -+ X apy det | ¢ 0 %
1
. . ‘. *
0o --- N (e

Ensuite, on procede comme dans ’étape 2 pour faire apparaitre des 0 dans les n —
dernieres colonnes. On obtient ainsi

ayp ok sk 0 --- 0
0
Ai-15-1
detA:ai_H,-_H X oo X Qpp det 0 0 ,
1
: - -0
0 v i e o001

2Les * désignent des coefficients dont la valeur exacte n’intervient pas dans les calculs



et 'on conclut immédiatement que le déterminant vaut 0 puisque la i-ieme ligne de
la matrice ci-dessus est nulle.

|
Proposition 4.2.5 Soit (dy,--- ,dy,) une famille de vecteurs de K™.
a
La famille (dy,--- ,dy) est lie si et seulement sidet | : | =0.
an,
Preuve :

— Supposons (dy,--- ,dy) liée. Alors I'un des vecteurs de la famille est combinaison
linéaire des autres, par exemple, d, = Z;”:_ll Ajd;. En appliquant la proposition 4.2.2,
on a donc

ai a ax
det _’: = det _’: = det 4: = 0.
an—1 an-1 an—1
i 0+ >0 A 0

<= On montre I"implication inverse par contraposition.

Supposons donc que (dy,--- ,dy,) soit libre et notons A la matrice formée par cette

famille de vecteurs. L’algorithme du pivot de Gauss permet d’obtenir une matrice
échelonnée B a partir de A en effectuant des permutations de lignes ou en ajoutant des
combinaisons linéaires d’autres lignes. En vertu du caracteére alterné du déterminant,
et de la proposition 4.2.2, on a donc |det A| = | det B|. Mais en notant b; la i-eme
ligne de B, on a aussi Vect (@1, - - d@y,) = Vect (by, - - - by) (cf proposition 3.3.7). Donc
le rang de B est égal a celui de A : il vaut n. Cela montre que la matrice échelonnée
B est en réalité triangulaire supérieure a diagonale non nulle. D’apres la proposition
4.2.4, on a donc det B # 0, d’ou det A # 0.

Théoréme 4.2.6 Pour toute matrice A de M,,(K), on a det A = det'A.
Preuve : Voir le cours du second semestre. [ ]

Corollaire 4.2.7 Toutes les propriétés énoncées sur les lignes des matrices pour le déterminant,
sont également vraies pour les colonnes : invariance du déterminant par ajout d’une combinaison
linéaire d’autres colonnes, caractére alterné par rapport aux colonmnes, linéarité,. .. De plus, le
déterminant d’une matrice triangulaire inférieure est égal au produit des termes diagonaux.

Exercice : Prouver le corollaire ci-dessus.

4.3 Calcul du déterminant par pivot de Gauss

Principe : A l'aide de transformations élémentaires sur les lignes, se ramener au calcul du
déterminant d’une matrice triangulaire.



Considérons une matrice carrée A € M, (K). L’algorithme du pivot de Gauss décrit au
chapitre 2 permet d’obtenir une matrice T' échelonnée apres une succession de transforma-
tions élémentaires. Comme la matrice de départ est carrée, la matrice T' est triangulaire
supérieure. Les transformations élémentaires effectuées durant le pivot sont de type (7'1)
(permutation de deux lignes) ce qui revient a changer le déterminant en son opposé, ou de
type (T'3) (ajout d’une combinaison linéaire de lignes), ce qui ne change pas le déterminant.

On a donc finalement .

det A = (—1)é detT = (—1)6 Htii
i=1

ou /£ est le nombre de permutations de lignes effectuées au cours du pivot.

Exemple :
1 0 4 10
2 3 1] = (2 31 (ajout de (L1) a (Ls)),
-1 01 0 05
1 0 4
= [0 3 -7 (on retranche 2(L;) a (L2)).
00 5

La matrice ainsi obtenue est triangulaire supérieure et le produit de ses termes diagonaux est
15. On a donc det A = 15.

Remarque 4.3.1 Comme det A = det?A, on peut également effectuer un pivot de Gauss sur
les colonnes, ou méme alterner opérations sur les lignes et opérations sur les colonnes.

Attention : 1. Pouvoir faire indifféremment des opérations sur les lignes et sur les colonnes
est spécifique au calcul du déterminant. Faire un pivot de Gauss sur les colonnes pour
résoudre un systeme linéaire donne un résultat faux!!!

2. On prendra garde au fait que multiplier une ligne (ou une colonne) par un scalaire
change le déterminant.

4.4 Développement de Laplace

Lemme 4.4.1 Soit B € M, _1(K) et A € M, (K) définie par

10
0
A= .
0
Alors det A = det B.
Preuve : La méthode du pivot de Gauss permet de transformer B en une matrice T €

M,,—1(K) triangulaire supérieure grace a une succession de transformations élémentaires
sur les lignes de B. Si I'on note £ le nombre de permutations effectuées au cours du pivot,
I’on sait de plus que det B = (—1)Z det T. Remarquons qu’effectuer les mémes opérations
élémentaires sur les (n — 1) dernieres lignes de A n’affecte nullement la premiere ligne et
conduit donc a la matrice




si bien que det A = (—1)%det C.
Enfin, il est clair que la matrice C' est triangulaire supérieure. Par conséquent, d’apres la
proposition 4.2.4,

On a donc

n—1
det A= (=1)" ] tii = (—1)" det T = det B.
=1

Lemme 4.4.2 Soit B € M, _1(K) et A € M, (K) la matrice obtenue a partir de B par ad-

0
. . 0 L . . C
jonction de la colonne i— (1) en j-ieme position et de la ligne (0 - 0_1 0 - 0) en i-iéme
. j
g 0
position :
0
By : By
0
A=10 010 0
0
Bs : By
0

Alors det A = (—1)"/ det B.

Preuve : On permute les lignes (L;) et (L;—1) puis (L;—1) et (L;—2), etc. Apres ¢ — 1 permu-
tations de ce type, on obtient la matrice

0o --- 0l1lo --- 0

By : By

Bs : By

Ensuite, on permute les colonnes j et j — 1 de A, puis j — 1 et j — 2, etc, jusqu’a obtenir
1

aprés 7 — 1 permutations de ce type, le matrice A” o <0 @ Chaque permutation de
lignes ou de colonnes change le déterminant en son opposé. On a donc finalement

det A= (=1)""tdet A = (—1)"7~2det A”.

Enfin, d’aprés le lemme 4.4.1, on a det A” = det B, d’ou le résultat voulu. [



Définition 4.4.3 Soit A € M,(K) et 1 < 4,5 < n. On appelle mineur de A d’indice (i,j) la
matrice A;j € My_1(K) obtenue en rayant la i-iéme ligne et la j-iéme colonne de A :

all oo c 1‘] e aln

wl : :
A =1 ay i Qi
a/nl ... TLJ ... ann

On appelle cofacteur d’indice (i, j) le scalaire A;; o (—1)i*J det Al

2 3 1

Exemple : Soit A= |2 —1 0. Alors A}, = 20 et Ahy = 21 .
1 2 0 10 10

De plus, A12 = —det A/12 =0et A22 = det A,22 =—-1

Exercice : Calculer les autres mineurs principaux et cofacteurs de A.

Théoréme 4.4.4 Soit A € M, (K) et 1 <1i,j < n. Alors on dispose des deux formules
suivantes pour calculer le déterminant de A :

Développement de Laplace par rapport a la ligne i :

(4.1) det A = Z(—l)i—’_jazj det A;j = Z aiinj.
j=1 =1

Développement de Laplace par rapport o la colonne j :

(4.2) det A = Z(—l)i—’_jazj det A;j = Z aiinj.
=1 =1

Preuve : Remarquons que le développement de Laplace de *A par rapport & la ligne j n’est
autre, compte tenu de det A = det A, que le développement de Laplace de A par rapport
a la colonne j. Il suffit donc de démontrer (4.1).
Notons ¢; = (1,0,---,0), ---, €&, = (0,--- ,0,1) la base canonique de K", et @, la i-ieme
ligne de A. On a @; = >_7_; ai;€;.
En utilisant la linéarité du déterminant par rapport & la ligne ¢, on trouve donc

n
(43) det A = E Qi det Aij
J=1
avec
a11 R A s | alj | a1 o Qlp
* : : : *
s Qi1 0 Qi1 | G5 | Q1,4 0 Qidn
€
Aij = 0 - 0 1 0 - 0
Qi1 - Qg1 | Gy | Gipl,g-1 - Qifn
anl st Qpgl Anj | Angl st App




Remarquons que la colonne j peut se décomposer en

alj 1 0 0 0 0
. 0 ) . . .
Qi35 1 0
1 = ai; + sty O]+ 1|1 + Q15 0 + ot apy
Qi 5 0 1 :
: : : : : 0
Anj 0 0 0 0 1
En utilisant maintenant la linéarité du déterminant par rapport a la colonne j, on trouve
air -0 ap | ljagga oo aim
* 0 *
N ai11 Aidn
detAij:alj 0 -0 00 - 0
a1 0 Aiyin
* : *
0
aip o0 a |0 a0 aig
* *
ai11 0 Aidn
+---+a;| 0 0 110 0
i1 0 Aitin
* : *
0
aiy o+ a0 a0 ain
* 0 *
ai-11 : Qi-1n
o dan| 0 .0 010 0
i1l : QAitln
* 0 *
1

Tous les termes de cette somme sauf le i-éme sont nuls car leur i-iéme ligne est nulle. Le
i-iéme terme est le déterminant de la matrice obtenue en remplagant la i-eme ligne et la
j-eéme colonne de A par des 0, sauf a la place (4, j) ou 'on met un 1. Le lemme 4.4.2 assure
que ce terme vaut (—1)"7 det Aj;. En revenant & 'égalité (4.3), on obtient la formule (4.1).
|

Exemples :

1. Calcul du déterminant en dimension n = 1.

Toute matrice de M (K) est diagonale! Si A est une matrice carrée de taille 1, on a donc
tout simplement det A = aq7.

2. Calcul du déterminant en dimension n = 2.

Soit A € M2(K). Un développement de Laplace par rapport a la premiere ligne donne

aj; a2
a21

detA = = all det(agg) — 19 det(CLQl) = ai11a22 — a12a921.




3. Calcul du déterminant en dimension n = 3. Soit A € M3(K). Un développement de La-
place par rapport a la premiere ligne donne

a1l aiz2 ais
a1 a2 G23| = 11
az1 asz as3

a1 a22
azy as2

a2
a3l

Q22 Q23
azz2 ass

— a2

a23
+ ai13
33

En utilisant la formule du déterminant pour les matrices 2 x 2, on conclut que

ail a2 ai3
a1 @22 23| = @11022033 + A12023a31 + 413032021 — A11023G32 — 12021033 — G1302203] -
az1 asz2 as3

4.5 Le déterminant et le rang

Définition 4.5.1 Soit A € M, ,(K) et k < min(p,n). On dit que A’ € My (K) est une matrice
extraite d’ordre k de A s’il existe k entiers iy,--- ,ix tels que 1 < iy < --- < i < p et k entiers
Ji, gk tels que 1 < g1 < -+~ < jp <p Uériﬁantaﬁlﬁ = Qj,js pour 1 < a, B <k.

Remarque 4.5.2 Une matrice A" € My (K) est une matrice extraite d’ordre k de A si et
seulement si A peut étre transformée en la matrice suivante par permutations de lignes et de

colonnes :
A x
x %/

Définition 4.5.3 Si A’ € My(K) est une matrice extraite de A, on dit que det A’ est un
déterminant extrait (d’ordre k) de A.

Théoreme 4.5.4 Soit A € M, ,,(K). Notons dy,--- ,d, les vecteurs lignes (de K") de A, et

at,---,a" les vecteurs colonnes (de KP) de A. Les trois propositions suivantes sont équivalentes :
1. rg(617"’7m)2k;
2. rg(al7“‘76p)2k7

3. Il existe un déterminant extrait d’ordre k de A qui est non nul.

Preuve : Prouvons d’abord ii) = iii). Supposons donc que la famille (@1, - ,d,) constituée
par les p vecteurs lignes (appartenant a K™) de A soit de rang au moins au égal a k. D’apres
le théoreme de la base incomplete, on peut en extraire une sous-famille (d@;,,--- ,d;,) de
rang k. Le rang est invariant par permutation des vecteurs de la famille. Donc la matrice
A est de méme rang que la matrice B suivante :

ot C'€ My, 1, est la matrice constituée par les lignes de A n’appartenant pas a (d@;,, - - - ,d;,)
(peu importe l'ordre des lignes).

Notons B’ € My, ,, la matrice formée par les k premieres lignes de B. Par pivot de Gauss,
on peut transformer B’ en une matrice échelonnée C’ de méme rang k. Comme k < p,



cette matrice est du type :

0 * *
o * *
0 0 |cp;, *
Par définition les termes c’lji ne sont pas nuls. Donc les colonnes ji, ---, jr de C’ sont

linéairement indépendantes. En effectuant des permutations de colonnes sur C’ (ce qui ne
modifie toujours pas le rang), on a donc rgC’ =rg D' = k avec

Si maintenant on fait subir & la matrice B les permutations de colonnes qui ont permis de
passer de C’ & D', on trouve une certaine matrice (par blocs) D € M, ,,(K) :

!
Dz(%’%) avec a'agzaiajﬁ et 1<a<k 1<B8<n

Si I'on applique & A’ les opérations élémentaires qui ont permis de passer de B’ a C’, mais
en remplacant a chaque fois la colonne jg par la colonne 3, on obtient précisément les k
premieres colonnes de la matrice D’ ci-dessus qui sont visiblement indépendantes. Comme
det A" est égal (au signe pres) au déterminant de la matrice carrée de taille k constituée
des k premicres colonnes de D’, on conclut que det A" # 0.

Prouvons maintenant I'implication iii) = 7). Soit donc

Qiyjy 0 Qiggy

Al — . .
Aiggr " Qiggy

une matrice extraite de A de déterminant non nul.

Si l'on note @ la i-ieme ligne de A’, alors on a rg(a),--- ,d),) = k d’apres la proposition

4.2.5. Rajoutons & ces k vecteurs de K¥ les n — k composantes manquantes pour en faire

des vecteurs de K", i.e on pose

—yy déf
ay = (aile Qg 7ai[n)'

En revenant a la définition de 'indépendance linéaire, il est facile de vérifier que la famille
(af,---,dy) est également libre. Si I'on permute les indices des colonnes afin de remettre
les composantes “dans 'ordre”, on ne change pas le caractére libre (exercice : le vérifier).

Et on conclut donc que rg(d;,,--- ,d;, ) = k, puis que rg (dy,---dp) > k.

En appliquant le résultat ii) <= iii) & la matrice A4, on trouve que i) <= iii). [ |

Corollaire 4.5.5 Pour A € M, ,(K), les matrices A et 'A ont méme rang. Autrement dit,

vg (@, - ,d") =rg(a, - ,ay).

Ce rang est égal a Uentier k mazximal tel qu’il existe un déterminant extrait d’ordre k de A non
nul.



4.6 Résolution d’un systeme linéaire par la méthode de Cramer
Dans cette section, nous présentons une méthode alternative a celle du pivot de Gauss pour
résoudre les systemes linéaires de n équations a n inconnues.

Définition 4.6.1 On dit qu’un systéme linéaire (S) de n équations a n inconnues est de Cra-
mer s’il admet une unique solution.

Proposition 4.6.2 Un systéme est de Cramer si et seulement si le déterminant de la matrice
associée est non nul.

Preuve : Notons (5) le systeme initial, et A sa matrice. La méthode du pivot de Gauss permet

de se ramener a un systeme échelonné équivalent (7') de matrice B. Comme on n’a effectué
que des transformations élémentaires pour passer de (S) a (T'), on a |det A| = |det B|.
Donc det A # 0 <= det B # 0.
Supposons d’abord que det B = 0. Comme B est échelonnée, ceci revient a dire que B a
une ligne nulle. (i.e k < n). Dans ce cas, 'ensemble des solutions de (T") (et donc de (5))
est ou bien vide ou bien infini suivant la valeur du second membre, et le systeme n’est pas
de Cramer. On a donc montré que

(det B=0) = ((S) n’est pas de Cramer).

Si au contraire det B # 0 alors B n’a pas de ligne nulle, i.e B est triangulaire supérieure a
diagonale non nulle (car det B = [[;", b;;). Dans ce cas (T') a une unique solution obtenue
par la méthode de la remontée, et (S) est donc de Cramer. On a donc montré que

(det B #0) = ((S) est de Cramer).

|
Théoréme 4.6.3 Soit (S) un systéme de Cramer de matrice A € My, (K) et de second membre
b= (b1, --,bp). Notons (al,--- ,a") les vecteurs colonnes de A.
Alors Uunique solution (z1,--- ,x,) de (S) est donnée par les formules de Cramer :
det(alv e 7&7;_17 57 6i+17 e 7an)
T = .
! det A

Preuve : Considérons un systeme de Cramer

r1a11 + -+ Tpaip = bl

T10p1 + -+ Tplpp = bn
Ce systeme peut se récrire sous la forme plus compacte :
z1@ 4 rad =b

ou l'addition est prise au sens des vecteurs colonnes. On a donc, grace a la linéarité du
déterminant par rapport a la colonne 7,

=1 i—1 7 =i+l _ =1 i—1 =1 i+1
det(a',--- a1t b,att, ... a") = det(a',---,a"ma + -+ xpat,att, - an),
_ n ~1 -1 = =it —n
= ijlmjdet(a,“‘,a Jal,ar e adn).
Si i # j, la famille (@',---,a@ % a,a "t ---,a") contient deux fois le vecteur @’. Le
déterminant correspondant est donc nul. Reste finalement
-1 Si—1 7 =itl —ny -1 —n
det(a@*,---,a" “,b,a,---,d") =x;det(a,---,a").



Comparaison des méthodes du pivot de (Gauss et de Cramer

On dispose donc maintenant de deux méthodes pour la résolution des systémes linéaires
de n équations a n inconnues. La méthode de Cramer a l’avantage de donner des
formules explicites pour la solution du systeme. On peut donc se demander a quoi sert la
méthode du pivot de Gauss. Son intérét vient de sa rapidité. En effet, la méthode du pivot
de Gauss nécessite environ n3 opérations élémentaires (additions, soustractions, multipli-
cations ou divisions) pour résoudre un systeme linéaire n x n.

En revanche, le calcul de la solution a l'aide des formules de Cramer nécessite le cal-
cul de n + 1 déterminants de taille n. Chaque déterminant peut se calculer ou bien
par développement direct en itérant la formule de Laplace (ce qui demande environ n!
opérations élémentaires) ou bien par pivot de Gauss (environ n3 opérations). Il faudra
donc effectuer au moins n* opérations pour calculer la solution & 1’aide des formules de
Cramer.

En pratique donc, on n’utilise presque jamais les formules de Cramer pour résoudre un
systeme linéaire, sauf éventuellement pour résoudre des systémes tres petits (2 x 2 ou a la
rigueur 3 x 3).




Chapitre 5

Polynomes

5.1 L’ensemble des polyndmes a une indéterminée

5.1.1 Définitions

Définition 5.1.1 On appelle polyndme a une indéterminée et coefficients dans K ou
plus simplement polynome, toute expression algébrique de la forme

apX? +ap, 1 XP7 4+ a1 X + ay,

avec a; € K pour tout i € {0,--- ,p}.
e Les scalaires a; sont appelés coefficients du polynome.
o S’il existe, le plus grand indice i tel que a; # 0 s’appelle degré de P et est noté deg P.
o Si tous les coefficients a; sont nuls, P est appelé polyndéme nul et est noté 0. Par conven-
tion, deg() = —oo.
o Un polynéme de la forme P = ag avec ag € K est appelé polynéme constant. Si ag # 0,
son degré est 0.
L’ensemble des polynéome a une indéterminée et coefficients dans K est noté K[X].

Exemples :
e X3 — 71X +3/2 est un polynéme de degré 3.
e Sin e N*, X" —1 est un polynéme de degré n
e 1 est un polynome de degré 0.

Remarque 5.1.2 Nous serons amenés par la suite a additionner des degrés de polynomes.
Comme Uapplication deg est a valeurs dans NU{—oo}, il faut étendre la définition de ’addition.
On adopte la convention suivante pour n € NU {—oo} :

—00 + N = —00.

Définition 5.1.3 Les polynomes ne comportant qu’un seul terme non nul (i.e du type P =
apX?) sont appelés mondémes.

Remarque : Tout polynéme est donc une somme finie de monomes.

Définition 5.1.4 Soit P = a,X?P + --- 4+ ag avec a, # 0 un polynome. On appelle terme
dominant de P le monome a,XP. Si le coefficient a, du terme dominant est 1, on dit que P
est un polyndme unitaire.

Remarque 5.1.5 On adopte la convention que [’on ne change pas un polynome P en lui ajou-
tant un ou plusieurs monémes a coefficients nuls. Par exemple, on ne fera pas la distinction

entre
XY X+1 et 0X°+X*4+0X2—-X+1.

99



5.1.2 Opérations sur K[X]

t('”

Nous allons munir K[X] de deux lois internes “+” et “x”, et d’une loi externe

a) Addition de deux polynoémes :

Définition 5.1.6 Soit P =a, X"+ ---+ag et Q = b, X" +---+bg avec n € N. On définit alors
le polynome P + Q) par

déf

P+Q = (an+b,)X" + -+ (a1 + b1) X + (ao + bo)-
Remarque : Dans la définition ci-dessus, il n’est pas restrictif de faire commencer les expressions

des polynémes P et @) par un monoéme de méme degré n (voir la remarque 5.1.5 ci-dessus)

Proposition 5.1.7 Soit P et Q) deuz polynomes de K[X]. Alors on a
deg(P + Q) < max(deg P, deg Q).
De plus, si deg P # deg @ alors deg(P + Q) = max(deg P,deg Q).

Preuve : Notons p = deg P et ¢ = deg Q.
— Sip > g, le coefficient du terme dominant de P + @ est a, donc deg(P + Q) = deg P.
— Si p < g, le coefficient du terme dominant de P + @ est b, donc deg(P + Q) = deg Q.
— Si p = ¢, le monéme de plus haut degré dans l'expression de P + @ est (ap, + by)XP.
Donc deg(P + Q) < p. Si b, = —a,, ce monoéme est nul et I'on a donc deg(P + Q) < p.
|

b) Multiplication de deux polynémes :

Considérons deux monomes P = a,X? et @) = b, X9. Si 'on interprete ces deux mondmes
comme des fonctions de la variable réelle ou complexe X, il est naturel de définir le produit de

P par () comme étant le monéme P x () i apby XPT.
Plus généralement, on définit le produit de deux polynomes de la facon suivante :

Définition 5.1.8 Etant donnés deux polynomes P = a, XP 4 --- +ag et Q = by X9+ --- + by,
on définit le polynome P+ Q par PxQ = ¢, X" +---+ ¢ avecr = p+q et, pour k € {0,--- ,r},

k k
Cr = E aibj = E aibk_i = E ak_jbj.
i=0 Jj=0

it+j=k

Remarque : Si P ou ) est nul, on a donc P x @) = 0.

Wy o

La proposition suivante est une conséquence immédiate de la définition de “x

Proposition 5.1.9 Soit P et Q) deuz polynomes de K[X]. Alors on a
deg(P * Q) = deg P + deg Q.

¢) Multiplication d’un polynéme par un scalaire :

Définition 5.1.10 Soit P = apXP + --- + ag un polynome de K[X], et A € K. On définit alors
le polynome A - P par

p
A PEDha X
i=0
Le lecteur prouvera sans difficulté le résultat suivant :

Proposition 5.1.11 Soit P un polynome et A\ un scalaire non nul. Alors deg(\- P) = \deg P.



5.1.3 Propriétés algébriques de K[X]

Proposition 5.1.12 (K[X], +,*) est un anneau commutatif.

Preuve : Montrons déja que (K[X],+) est un groupe commutatif.

— Le polynome nul est clairement 1’élément neutre pour ’addition.
—~ SiP = a,XP+---+ag, le polynéme — P « —apXP + - —a1 X — ag vérifie P+(—P) = 0.
— L’associativité et la commutativité résultent de celles de ’addition sur K.

[T

Reste a étudier les propriétés de la multiplication “x”.
— De la définition de la multiplication sur K[X], on déduit facilement que le polynéme

Wy ”

P =1 est I'élément neutre pour “x”.
Commutativité : considérons P = ap,X? + --- +ag et Q = b, X9 + --- + by. Notons
r=p+q, PxQ=cX"+---+cpet Qx P=d, X"+ ---+dy. Alors on a

Vk € {0, 1}, co = Y aibj= Y bja; =di

itj=Fk j+i=k

Donc P*xQ =Q = P.

Associativité : Soit P = a,XP + -+ +ag, Q = by X+ ---+ by et R =c, X" +--- + co.
Soit U & (PxQ)*xRetV Ypy (Q * R). Notons dy les coefficients de U, et e, ceux de
V. Enfin, notons f; les coefficients de P x @), et g; ceux de ) * R. Alors on a

de = Y osik—etsCh e = D ittt
= D stk=t (Zi—i-j:s aibj) Ck = Diti— @i <Zj+k:t bjck)
= Zz’+j+k:£ a;bjcy. = Zz’—i-j—i-kzl aibjcy.

Donc dy = ¢y, dou U = V.
Distributivité de la multiplication sur I'addition : Définissons P, ), R comme ci-dessus

et posons U & (P+Q)*RetV YpsR+ @ * R. Notons encore dy les coefficients de
U, et e, ceux de V. Alors on a

dy = Z (@i + bi)c; = Z (aicj + bicj) = Z aicj + Z bic; = eq.

i+j=t i+j=t i+j=t i+j=t

Donc U =V.

A titre d’exercice, le lecteur pourra établir la

Proposition 5.1.13 L’anneau (K[X], 4+, ) vérifie les propriétés supplémentaires suivantes pour
tout (\, 1) € K2 et (P,Q) € K[X]? :

1.

AN NCIE

A+p)-P=X-P+pu-P,

AN (P+Q)=X-P+)-Q,
Ao(p-P)= (M) P,

1-P=P,
(PxQ)=(A-P)xQ=Px(\-Q).

On dit que (K[X],+,*,-) est une algébre.

Ainsi, multiplier un polynéme P par un scalaire A est équivalent a le multiplier par le polynéme
constant A - 1. On peut donc sans danger noter la multiplication interne * et la multiplication
externe - par le méme symbole.

Enfin, (K[X], +, *,-) jouit de la propriété suivante qui est primordiale :



Proposition 5.1.14 Soit (P,Q) un couple de polynomes tel que P x Q = 0. Alors P = 0 ou
Q = 0. On dit que (K[X],+,*,-) est une algébre intégre.

Preuve : Soit donc (P, Q) tel que P Q = 0. Alors on a deg P + deg Q = deg(P * Q) = —oc.
Donc deg P ou deg () vaut —oo, ce qui est exactement la propriété demandée. [ |

Notations : Dorénavant, on omettra les symboles“x” et “”. Ainsi PQ) désignera P * @, et AP
désignera \ - P.

5.2 Division des polynomes

Définition 5.2.1 On dit que le polynome A est divisible par le polynéme B s’il existe un
polynéme Q tel que A = BQ. Dans ce cas, on note B | Al et l'on dit que A est multiple de B
(ou que B est diviseur de A). Le polynome @Q est parfois noté % ou A/B.

Remarques :

1. Le polynome nul est divisible par tous les polynomes. En revanche seul le polynéme nul
est divisible par le polynome nul.

2. Dans le cas ou A et B sont tous les deux non nuls, B|A entraine deg B < deg A.

Proposition 5.2.2 Soit A et B, deuz polynémes non nuls. Si A | B et B | A alors A et B
sont proportionnels, c’est-a-dire qu’il existe A € K* tel que A = AB. On dit que A et B sont
associés.

Preuve : D’aprés la remarque ci-dessus, on a a la fois deg A < deg B et deg B < deg A. Donc
A et B sont de méme degré. Comme B | A, on en déduit que A = BQ avec deg@ = 0.
Autrement dit @ est un polynéme constant (et non nul car A n’est pas nul). [ ]

Remarque 5.2.3 Deux polynomes unitaires associés sont forcément égauz.

Exercice : Prouver la remarque ci-dessus.

Proposition 5.2.4 Soit B un polynome non nul, et A un multiple de B de méme degré que B.
Alors A et B sont associés.

Preuve : Elle reprend la derniéere partie de celle de la proposition 5.2.2. ]

Théoréme 5.2.5 (Division euclidienne) Soit A et B deux polynomes avec B_non nul. Alors
il existe un unique couple (Q, R) de polynomes tel que

A=BQ+ R et degR <degB.

Le polynome Q) est appelé quotient de la division de A par B, R est le reste, B, le diviseur,
et A, le dividende.

Preuve : On va d’abord prouver l'unicité du couple (@, R), puis son existence.
Unicité : Supposons que A = BQ+ R = BQ'+ R avec deg R < deg B et deg R’ < deg B.
Alors on a R — R’ = B(Q" — Q). Donc deg(R — R') = deg B + deg(Q’ — Q).
Si @ # @', alors on en déduit que deg(R — R’) > deg B.
Donc d’apres la proposition 5.1.7, max(deg R, deg R') > deg B, ce qui contredit la définition
de R oude R'. Donc Q = @', puis R = R'.

Lire “B divise A” et non pas le contraire !



Existence : Fixons un polynéme B = b, X™ + -+ + by de degré m > 1 (le cas B
constant non nul étant évident). L’existence du couple (@, R) vérifiant les propriétés vou-
lues se montre par récurrence sur le degré de A. Pour n € N, on note (P,,) I'hypothese de
récurrence suivante :

(Pn) (VAeK[X],deg A <n)= (3QeK[X],IReK[X] | A= BQ+R et deg R<degB).

Il est clair que (P,,—1) est vraie. En effet, il suffit de choisir Q =0 et R = A.

Soit maintenant n > m. Supposons (P,_1) vraie et démontrons (P,). Le polynéme A est
de la forme A = a, X" + --- + ag avec a, # 0. Comme n > m et b,, # 0, expression

AEA- XD

m

est bien un polynome, et son degré est au plus n — 1. D’apres (P,—1), il existe donc deux
polynémes Q' et R’ tels que A’ = Q'B + R’ et deg R’ < deg B. On en déduit que

A= (Z_"X”—m+cg’> B+ R,

/

g
@ty ity

ce qui démontre (Py,). [ ]

La démonstration ci-dessus suggere un procédé de construction itératif permettant de calculer
Q et R. En effet, au cours de la récurrence, on a vu comment ramener la division d’un polynéme
de degré n a celle d’'un polynéme de degré moins élevé (au plus n — 1). En pratique, on peut
donc calculer le couple (@, R) en “posant” la division comme dans N, les puissances de X jouant
le role des puissances de 10.

Illustrons nos propos par un exemple.

Exemple : Division de 4X° — 7X3 +8X% —1 par X3 —4X? 42X + 3.

4XP+ 0X*'— 7X?4+  8X*+  0X - 1| XP- 4X°+ 2X + 3
16X4 — 15X3 —  4X%24+ 0X - 1
49X3 —  36X2 - 48X — 1|4X%2+ 16X+ 49 = Q

R = 160X? — 146X — 148
Donc 4X°—7X3+8X?2—1 = (X3—4X24+2X+3)(4X2+16X +49) + 160X2 —146 X —148.

Définition 5.2.6 On dit qu’un sous-ensemble I de K[X] est un idéal de (K[X],+,*) si
1. I est un sous-groupe de (K[X],+),

2. I est stable par multiplication par n’importe quel polynome de K[X].

Exemple : Pour B € K[X], on note BK[X] I’ensemble des multiples de B. Il est facile de vérifier
que BK[X] est un idéal de K[X]. En particulier, le singleton {0} est un idéal.
Nous laissons au lecteur le soin de montrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.7 Soit A et B deux polynomes. Alors A | B si et seulement si BK[X] C
AK[X].

Théoréme 5.2.8 Soit I un idéal de (K[X],+,*) non réduit a {0}. Alors il existe un unique
polynéme P unitaire tel que I = PK[X]. Le polynéme P est appelé générateur unitaire de I.
On dit que (K[X],+,*) est un idéal principal .



Preuve : Soit I un idéal de (K[X], +, %) non réduit a {0}. On note
E={degA| AecI\{0}}.

L’ensemble E est une partie non vide de N, donc admet un plus petit élément. On en déduit
que I admet un polynéme P non nul et de degré minimal. Comme pour tout A € K, le
polynome AP appartient aussi a I, on peut toujours choisir P unitaire. La stabilité de I
par multiplication par les éléments de K[X] assure que PK[X] C I.

Reste & montrer que I € PK[X]. Soit donc A € I. Ecrivons la division euclidienne de A
par P :
A=PQ+ R avec degR <degP.

Comme A et P(Q) appartiennent & I, on a aussi R € I. Mais par ailleurs deg R < deg P.
Vu la définition de P, on conclut que R = 0. ]

5.3 PGCD et PPCM

La division euclidienne va nous permettre de définir les notions de PGCD et de PPCM dans
I’ensemble des polynomes.

5.3.1 PGCD

Proposition 5.3.1 Soit A et B deux polynomes non tous les deuxr nuls. L’ensemble
AK[X] + BK[X] = {AP + BQ | P € K[X], Q € K[X]}

est un idéal de K[X] non réduit a {0}. Son générateur unitaire’> D est appelé Plus Grand
Commun Diviseur (ou plus simplement PGCD) de A et de B, et est noté PGCD (A, B).

Preuve : Notons J & AK[X] + BK[X]. Remarquons que J n’est pas réduit a {0} car contient
A et B, et que 'un de ces deux polynémes n’est pas nul par hypothese. Reste a montrer
que J est un idéal.

1. Montrons que J est un sous-groupe de (K[X],+) :
— Il est évident que 0 € J.
— Soit C' et €' deux polynomes de J. Alors il existe quatre polynomes P, P, QQ et
Q' tels que C = AP + BQ et C' = AP’ + BQ'. Donc

C+C' = AP+P)+B(Q+Q) e J

— Enfin, si C = AP 4+ BQ, il est clair que —C = A(—P) 4+ B(—Q), donc —C € J.
2. Stabilité de J par produit :

Soit C = AP + BQ un élément de J, et R un polynéme quelconque. Alors RC =
A(PR) + B(QR) donc RC € J.

On conclut que J est un idéal non réduit & {0}. Le théoréme 5.2.8 assure l'existence d’un
unique polynome unitaire D tel que AK[X]+ BK[X] = DK[X]. ]

Remarque : On convient que PGCD (0,0) = 0. Pour tout couple de polynémes (A, B), on a
donc AK[X] + BK[X] = PGCD (A4, B) K[X].

La proposition suivante justifie 'appellation “PGCD” donnée au générateur unitaire de
AK[X] + BK[X].

2Dans certains ouvrages, le caractére unitaire n’est pas imposé au PGCD.



Proposition 5.3.2 Soit (A, B) un couple de polynomes distinct de (0,0). Alors PGCD (A, B)
est l'unique polynome unitaire vérifiant

(5.1) PGCD(A,B)| A, PGCD(A,B)|B et (P|AetP|B)= P|PGCD(A4,B).

Preuve : Notons D = PGCD (A4, B) et montrons que D vérifie (5.1).
Par définition, DK[X]| = AK[X] + BK[X]. Comme A et B appartiennent tous les deux
a ’ensemble de droite, A et B sont bien des multiples de D. Enfin, si P divise A et B
alors, d’apres la proposition 5.2.7, AK[X] C PK[X] et BK[X] C PK[X]. Donc DK[X]| =
AK[X] + BK[X] C PK[X]. Donc P divise D.
Pour montrer I'unicité, considérons un polynéme D’ unitaire vérifiant (5.1). On a donc

en particulier D | D’. Mais bien sur D’ | D donc D et D’ sont associés (cf prop. 5.2.2).
Comme D et D’ sont unitaires, on a D = D’. [ ]

Proposition 5.3.3 Si A et B ne sont pas simultanément nuls et si C est unitaire alors on a
PGCD (AC, BC) = CPGCD (A, B).

Preuve : Notons D = PGCD (A4, B) et A = PGCD (AC, BC). 11 suffit alors de remarquer
que
AK[X] = ACK[X]| + BCK[X] = C (AK[X] + BK[X]) = CDK[X].

Définition 5.3.4 On dit que deux polynomes A et B sont premiers entre eux si leur PGCD
vaut 1.

Théoréme 5.3.5 (de Bezout) Deux polyndmes A et B sont premiers entre euz si et seulement
si il existe deux polynomes U et V tels que AU + BV = 1.

Preuve : = Si PGCD (A, B) = 1 alors par définition du PGCD, on a AK[X] + BK[X] =
K[X]. Donc 1 € AK[X]+ BK[X], ce qui signifie qu’il existe U et V tels que AU + BV = 1.

<= Si AU+ BV =1 alors 1 € AK[X]|+ BK[X]. Le générateur unitaire de AK[X]+ BK[X]
est donc un diviseur de 1, donc 1 lui-méme. On a donc bien 1 = PGCD (4, B). [

Proposition 5.3.6 Pour que le polynéme unitaire D soit le PGCD de A et de B, il faut et il
suffit que

A B

2 D|A D|B PGCD (=, =

=1.

Preuve : Si D = PGCD (A, B), on a bien sir D | A et D | B. Notons P = % et Q =
D’apres la proposition 5.3.3, on a

S

D = PGCD (A, B) = PGCD (DP, DQ) = DPGCD (P, Q).

Comme D n’est pas nul, on conclut que PGCD (P, Q) = 1.

Réciproquement, supposons que (5.2) soit satisfaite. Alors, la proposition 5.3.3 entraine

A B A B
PGCD (A, B) = PGCD (D—, DB) = DPGCD (5, 5)

=D.
D



Théoréme 5.3.7 (de Bezout généralisé) Supposons que D unitaire divise A et B avec A et
B non tous les deux nuls. Alors on a

D =PGCD (A4,B) « JU € K[X], 3V € K[X], AU + BV = D.

Preuve : En appliquant la proposition 5.3.6, on a

A B
D =PGCD (A, B 1=PGCD (=, =).
GCD (A,B) — GC (D’ D)
Or d’apres le théoreme de Bezout, on a
A B A B
ce qui acheve la preuve du théoreme. [ ]

Théoréme 5.3.8 (de Gauss) Si P divise AB et est premier avec A alors P divise B.

Preuve : Soit B’ le polynéme unitaire associé a B. On a
PGCD (PB,AB) = B'PGCD (P, A) = B'.

Par hypothese, P divise AB, et il est clair que P divise aussi PB. Donc P divise B’ et,
partant, B. [ ]

Proposition 5.3.9 Un polynéme P est premier avec un produit AB si et seulement si P est
premier avec A et avec B.

Preuve : = Supposons P premier avec AB. Soit P’ divisant P et A. Alors P’ divise aussi
AB. Donc P’ | PGCD (AB, P), i.e P'|1. On en déduit que P’ est un polynéme constant.
Donc P est premier avec A. On établit de méme que P est premier avec B.

< On prouve la réciproque par contraposition. Supposons que P ne soit pas premier avec
AB. Alors il existe P’ divisant P et AB, et tel que deg P’ > 1. Si P est premier avec A
alors P’ également. D’apres le théoreme de Gauss, P’ divise donc B. On a donc montré
que P’ divise a la fois P et B. Comme deg P’ > 1, cela signifie que P et B ne sont pas
premiers entre eux. [

Remarque 5.3.10 Une récurrence élémentaire permet de montrer plus généralement qu’un
polynéme P est premier avec un produit de polynome Ay --- Ay si et seulement si il est premier
avec chacun des facteurs A;. Les détails sont laissés en exercice.

5.3.2 L’algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est un moyen systématique permettant de calculer le PGCD de deux
polynomes. L’outil de base est la division euclidienne. L’algorithme repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.3.11 Soit B un polynéme non nul, et A un polynome quelconque. Notons Q) et R le
quotient et le reste de la division euclidienne de A par B. Alors on a

PGCD (A, B) = PGCD (B, R).



Preuve : Soit D divisant A et B. Comme R = A — B(@, le polynéme D divise aussi R. Donc
D divise PGCD (B, R). En choisissant D = PGCD (A, B), on conclut que PGCD (A4, B) |
PGCD (B, R).

Soit maintenant D un polynéme divisant B et R. Comme A = BQ + R, on a aussi D | A.
Donc D | PGCD (A4, B). On a donc finalement PGCD (B, R) | PGCD (A4, B).

Les deux polynoémes PGCD (B, R) et PGCD (A, B) sont unitaires et associés. Ils sont donc
égaux. [ |

Ce lemme indique clairement la stratégie a suivre pour calculer PGCD (A, B). Quitte & permuter
A et B, on peut toujours supposer que deg A > deg B. On procede alors comme suit :

e Si B=0, il n’y arien a faire : PGCD (A, B) est égal au polyndome unitaire associé a A.

e Si B n’est pas nul, on effectue la division euclidienne de A par B, ce qui donne deux

polynémes Qg et Ry tels que A = BQg + Ry et deg Ry < deg B.

Le lemme 5.3.11 montre que PGCD (A, B) = PGCD (B, R1). On reprend le calcul ci-dessus en
remplacant A par B, et B par R;. En itérant le procédé, on construit deux suites Ry, Ro, ---
et Qo, Q1, - - telles que :

A = BQo+ Ry avec deg R1 < deg B,
B = R1Q1+ Ry avec deg Ry < deg Ry,
Ry = RoQ)s + R3 avec deg R3 < deg R,

Le procédé s’arréte nécessairement au bout d’au plus deg P étapes car chaque itération diminue
d’au moins 1 le degré du reste de la division euclidienne. On a donc finalement

[PGCD (4, B) = PGCD (B, Ry) = - = PGCD (Ry, Ris1) = -+ = PGCD (R, 0) = Ry |

Exemple : Calculer PGCD (X% —1, X3 —1).
Posons la division euclidienne de X% — 1 par X3 — 1.

X'+ 0X?+ 0X%+ 0X— 1[X%+ 0X?+ 0X— 1
X- 1] X

Donc PGCD (X% —1,X% - 1) =PGCD (X3 - 1, X — 1).
On remarque ensuite que X3 — 1 est divisible par X — 1 donc finalement

PGCD (X*-1,X%-1)=PCGCD(X®-1,X —1)=PGCD (X —1,0) = X — 1.

5.3.3 PPCM

Nous laissons au lecteur le soin de prouver le résultat suivant :

Proposition 5.3.12 Considérons deuzx polynémes non nuls A et B. Alors l’ensemble AK[X]N
BK[X] est un idéal non réduit a {0}. Son générateur unitaire® est appelé Plus Petit Commun
Multiple (ou plus simplement PPCM) de A et B. On le note PPCM (A, B).

Remarque : Si A ou B est nul, on a AK[X] N BK[X] = {0}. On adopte alors la convention
que PPCM (A4, B) = 0. Ainsi, on aura toujours AK[X] N BK[X] = PPCM (4, B) K[X].

3Dans certains ouvrages, on n’impose pas au PPCM d’étre unitaire



En s’inspirant de la preuve de la proposition 5.1, on obtient le résultat suivant qui explique
I'appellation “Plus Petit Commun Multiple” donnée au générateur unitaire de AK[X]N BK[X].

Proposition 5.3.13 Soit A et B deux polynomes non nuls. Le PPCM de A et de B est ['unique
polynéme unitaire vérifiant la propriété suivante :
A|PPCM (A,B), B|PPCM(A,B) et (A|M etB|M)=PPCM(A,B)|M.
A certains égards, le PPCM et le PGCD ont des propriétés tres similaires. On a par exemple :
Proposition 5.3.14 Soit C' un polynéme unitaire et A, B deuz polynomes. Alors on a
PPCM (AC, BC) = CPPCM (A, B).
Preuve : 1l suffit de remarquer que
ACK[X] N BCK[X] = C (AK[X] n BK[X]) .
|
Proposition 5.3.15 Soit A et B deux polynémes non nuls. Pour que M unitaire soit le PPCM
de A et de B, il faut et il suffit que
M M
A|M, B|M et PGCD <Z’§> = 1.
Preuve : = Notons M le PPCM de A et de B. Alors MK[X] est inclus dans AK[X]
et dans BK[X]. Donc M divise bien A et B. Soit D unitaire divisant M/A et M/B.

Alors AD|M et BD|M. Donc PPCM (AD, BD)|M. Mais d’apres la proposition 5.3.14,
PPCM (AD,BD) = DPPCM (A, B) = DM. Donc D = 1.
<« Soit M un multiple commun unitaire de A et de B vérifiant de plus PGCD (%, %) =1
D’apres le théoreme de Bezout, il existe deux polynomes U et V tels que

M M

—U+ =V =1L

A "B
Multiplions les deux membres de cette égalité par PPCM (A4, B). On trouve

PPCM (A, B PPCM (A, B
A B

Donc M divise PPCM (A, B). Comme M est unitaire et est multiple de A et de B, on
conclut que M = PPCM (4, B). ]

> = PPCM (4, B).

Proposition 5.3.16 Soit A et B deux polynémes. Il existe une constante A non nulle telle que
AB = PGCD (A, B) PPCM (A, B).
— Si de plus A et B sont unitaires, alors A = 1.
~ Si A et B sont premiers entre euz alors AB et PPCM (A, B) sont associés.
Preuve : Ecartons le cas évident ot I'un des deux polynomes A et B est nul. On peut alors
appliquer la proposition 5.3.15. On en déduit que
PPCM (A,B) PPCM(A,B)\ 1
A ’ B -
Notons A I'inverse du coefficient du terme dominant de AB. Alors AAB est unitaire, et la
proposition 5.3.14 combinée avec (5.3) montre que

PGCD <)\AB <w>,)\AB (W)) = \AB.

(5.3) PGCD (

A B

En appliquant la proposition 5.3.3, on constate que le membre de gauche de cette égalité
vaut PPCM (4, B) PGCD (A, B). ]



5.3.4 Polynomes irréductibles

Au cours des sections qui précedent, le lecteur a pu constater que ’ensemble K[X] avait
beaucoup de similarités avec ’ensemble 7Z des entiers relatifs : les deux ensembles sont des
anneaux principaux integres sur lesquels on peut définir la division euclidienne, le PGCD et le
PPCM. Dans cette section, nous allons introduire une classe de polynémes qui jouent dans K[X]
le méme role que les nombres premiers dans Z : les polynomes irréductibles.

Définition 5.3.17 On dit qu’un polynome P est irréductible si ses seuls diviseurs sont les
constantes et les polynomes qui lui sont associés.

Remarques :

1. A la différence des nombres premiers, les polynomes irréductibles ont une infinité de divi-
seurs. Mais on notera que ces diviseurs sont triviaux !

2. Tout polynome de degré 1 est irréductible. En effet, soit P de degré 1, et @ un diviseur
de P. Alors deg@ € {0,1}. Si deg@ = 0 alors ) est une constante, si deg@ = 1 alors
deg Q = deg P donc P et (Q sont associés.

La proposition suivante constitue une “loi du tout ou rien” pour la division par les polynoémes
irréductibles.

Proposition 5.3.18 Soit A un polynéme et P un polynéme irréductible ne divisant pas A.
Alors P est premier avec A.

Preuve : Soit B un diviseur commun de A et de P. Comme P est irréductible, B doit étre

constant, ou associé a P. Le deuxieme cas est exclus car on a supposé que P ne divisait
pas A. Donc B est constant. On a donc bien PGCD (A4, P) = 1. ]

De méme que tout entier possede une décomposition en facteurs premiers, tout polynéme a une
décomposition en facteurs irréductibles.

Théoréme 5.3.19 (Décomposition en facteurs irréductibles) Soit P un polynéme non

constant. Alors il existe un entier k > 1, k entiers aq, - - -, ag non nuls, k polynémes irréductibles
unitaires Py, -+, Py deuz a deuz distincts, et A € K\{0} tels que
k
p=x[]P"
i=1

Cette décomposition, appelée décomposition en facteurs irréductibles, est unique da ordre des
facteurs pres.

Preuve : On prouve d’abord l'existence puis 'unicité a ordre des facteurs pres.

Existence : Elle se fait par récurrence sur le degré de P.

— Sideg P =1 alors P est irréductible. On pose k = 1, a; = 1 et 'on prend pour P;
le polynéme unitaire associé a P. Il est de degré 1 donc irréductible.

— Supposons maintenant que le théoreme de décomposition soit valable pour tout
polynoéme de degré compris entre 1 et n. Soit P de degré n+1 et P’ o P/X avec
X coefficient du terme dominant de P. Le polynoéme P’ est unitaire et de degré
n + 1. S’il est irréductible, P = AP’ constitue une décomposition de P en facteurs
premiers. Sinon, il existe un polynéme A unitaire de degré compris entre 1 et n et
divisant P’. On a donc P/ = AB avec A et B unitaires et de degré compris entre 1 et



n. D’apres hypothese de récurrence, A et B admettent chacun une décomposition
en facteurs premiers :

k ¢
A=T[4y e B=][B
=1 =1

(1))

Il ne reste plus qu’a renuméroter les facteurs de la décomposition pour obtenir le
résultat voulu.

Donc

Unicité : Supposons que P admette deux décompositions en facteurs irréductibles :

k 0
P=x[[Pr =u]]@
i=1 i=1

Comme tous les facteurs irréductibles sont unitaires, A et p sont égaux au coefficient
du terme dominant de P. Donc A = pu. De ce fait, on a

k ¢

(5.4) [P =1

i=1 i=1

Par ailleurs, P; divise la somme de droite. De la remarque 5.3.10, on déduit que P;
n’est pas premier avec au moins un des (), : il existe j; tel que (), et P ne soient pas
premiers entre eux. Comme par ailleurs @0, et P; sont irréductibles et unitaires, cela
signifie que P; = @;,. En vertu du caractere inteégre de K[X], on peut donc simplifier
Pexpression (5.4) par P;. On itére ce procédé et en aq + - - - + oy, étapes, on parvient

a une expression du type 1 = H?:l ij avec ﬁ; = f3j — aj. Cela permet de conclure
que tous les B} sont nuls. Donc les deux décompositions sont identiques & ordre pres
des facteurs.

5.4 Fonctions polynomes

5.4.1 Définition des fonctions polynomes

Jusqu’a présent, nous avons traité les polyndémes comme des objets algébriques “abstraits”.
Ce point de vue permet de manipuler de fagon unifiée des objets mathématiques tres différents
des lors qu’ils peuvent étre interprétés comme des polynomes. Dans cette section, nous allons
nous borner a remplacer la variable muette X par des nombres réels ou complexes. Mais vous
verrez en deuxieme année que I'on peut fort bien remplacer X par une matrice. ..

Définition 5.4.1 Soit P = a, X" + -+ -+ a1X + ap un polynome de K[X], et t € K. On définit
alors I’élément P(t) de K par

P(t) =ant" +--- + a1t + aop.
On dit que P(t) est obtenu par substitution de t a X.

Proposition 5.4.2 Soit t € K un scalaire fixé. Alors on a pour tous polynomes P et QQ, et pour
tout scalaire \ :



P(t) +Q(t) = (P +Q)(1),
PH)Q(t) = (PQ)(1),
AP(t) = ( P)(#),

1(t) =

Preuve : Vérifions la deuxieme relation. Les autres sont immédiates.
Rappelons que si P = a, X? +--- + a1 X +ag et Q = by X9+ --- + b1 X + by alors

(5.5) PQ = g( > akbg>Xj.

k=]

Donc
(PQO) = X8 (Ciey anbe) .
= S5 (ke (at)bet))
= (Zpopat*) (Siobet') = POQ),

Définition 5.4.3 Soit P € K[X]. L’application

ﬁz{%:]ﬁ(t)

est appelée fonction polynome définie par P sur K.

Remarque : Dans la suite du cours, on ne fera plus la distinction entre le polynéme P qui est

un objet algébrique et la fonction polynéme P qui lui est associée?.

5.4.2 Racines
Définition 5.4.4 Soit a € K et P € K[X]. On dit que a est racine ou zéro de P si P(a) = 0.

Proposition 5.4.5 Soit a € K et P € K[X]. Pour que a soit une racine de P, il faut et il suffit
que X — a divise P.

Preuve : = Supposons que P(a) = 0. La division euclidienne de P par X — a donne
P=Q(X —a)+ R avec degR<O.

En substituant a & X dans la relation ci-dessus, on trouve R(a) = 0. Comme la fonction
polynome R est constante, on conclut que R = 0.

< Si X —a | P alors il existe @ tel que P = Q(X — a), ce qui donne en particulier
P(a) = Q(a)(a —a) =0. ]

Définition 5.4.6 Soit P € K[X], a € K et k € N*. On dit que a est racine de P de multiplicité
ksi (X —a)k|P.

- Si k=1, on parle de racine simple,

- Si k=2, on dit que a est racine double,

- Si k=3, on dit que a est racine triple, etc.

4La proposition 5.4.2 nous autorise & faire cet abus de notation.



Proposition 5.4.7 Soit P un polynome non nul admettant les racines a1, ---, ap avec multi-
plicité ay, - -, ag. Alors Hle(X —a;)* divise P.

Preuve :

e On sait déja que (X — ay)* divise P.

e Supposons que Hf:_ll (X — a;)* divise P (avec j < k). Comme les a; sont deux a deux
distincts, les polynomes (X — a;)** sont premiers entre eux deux a deux. La remarque
5.3.10 permet donc d’affirmer que (X —a;)®/ est premier avec Hz;ll (X —a;)*. Comme P
est multiple de (X —a;)® par hypothese, et de Hg;ll (X —a;), P est également multiple
du PPCM de ces deux polynomes qui, d’apres la proposition 5.3.16, vaut [[7_; (X —a;)*.

Nous venons donc de montrer par récurrence sur j que Hle(X —a;)* divise P. ]

Remarque 5.4.8 En particulier, si P # 0, toutes les racines de P sont de multiplicité inférieure
ou €gale a deg P.

Exercice : Justifier la remarque 5.4.8.

Proposition 5.4.9 Un polynome de degré n € N admet au plus n racines comptées avec leur
ordre de multiplicité : {ay,--- ,a} est Uensemble des racines de P, et «; est la multiplicité de
a;, alors on a o + -+ + ap < n.

Preuve : D’apres la proposition 5.4.8, on a Hle(X —a;)* | P. Donc
k
Z deg(X — a;)* < degP.
i=1

Le membre de gauche vaut Zle a;, d’ou le résultat. [ |

Remarque 5.4.10 Le seul polynéme ayant une infinité de racines est le polynéme nul.

5.4.3 Polynémes dérivés

Définition 5.4.11 Soit P = ap X"+ --+a1 X +ag un polynéme de K[X]. On appelle polynéme
dérivé noté P’ le polynome suivant :

k
P =kapXF ' ta =) ja X
j=1

Proposition 5.4.12 Soit P et Q deux polynéomes, et A € K.
1. Sideg P > 0 alors deg P’ = deg P — 1,
2. Si P est constant alors P' =0,
3. (P+Q) =P +Q,
4. (AP) = AP,
5. (PQ) =P'Q+ PQ'.
Preuve : Les quatre premiers points sont évidents. Prouvons le cinquiéme.

Soit P = a,XP+---+a1 X +ag et Q = b, X9+---+b; X +by. En appliquant la définition
du polynéme dérivé a la relation (5.5), on trouve

p+q

(PQY =>_i( X anbe) X7

=1 ktt=j



Des calculs élémentaires montrent donc que

(PQ) = S0 Shroy (barX* 10 X" + 0y Xreb, X1),

= S (S amy ke X5 00X ) (S an XE 00X,
= (poy ke X (2 beX ) + (Chg @ X™) (X0, X1,
- PQ+PQ.

Proposition 5.4.13 Soit P un polynéme non nul, et a une racine de P. Alors a est une racine
simple si et seulement si P'(a) # 0.

Preuve : Nous allons prouver la négation de I’équivalence : i.e a est une racine double de P
si et seulement si P(a) = P'(a) = 0.
Supposons donc que a est une racine double de P. Alors (X — a)? | P. Donc P s’écrit
P = Q(X — a)? pour un certain polynéme Q. Il est donc immédiat que P(a) = 0. En
dérivant, on trouve P’ = Q'(X — a)? + 2(X — a)Q, donc P'(a) = 0.
Réciproquement, supposons que P(a) = P’(a) = 0. La division euclidienne de P par
(X —a)? s’écrit P = Q(X —a)?+ R avec deg R < 1. Comme P(a) =0, on a R(a) = 0. En
dérivant la relation P = Q(X —a)?+ R, on obtient R'(a) = 0. Comme R’ est un polynome
constant, on a R’ = 0, puis, comme R(a) = 0, R est nul aussi. ]

5.5 Polynomes scindés

5.5.1 Le théoreme fondamental de I’algebre

Définition 5.5.1 On dit qu’un polynéme non constant est scindé si la somme des ordres de
multiplicité de ses racines est égal a son degré.

Remarque : Autrement dit, P de degré n est scindé si et seulement si il existe un n-uplet
(A1, -+, An) de K™ tel que P soit associé a (X — Ap) -+ (X — Ap).

Proposition 5.5.2 Soit P un polynéme scindé unitaire d’expression X" +an_1 X" 14+ +ay.
Notons \; ses racines comptées avec leur ordre de multiplicité. Alors on a les relations suivantes
entre les racines et les coefficients :

n

ag = (—1)”1_[)\1 et Ap—1 = —Zn:)\l
i=1

i=1

Preuve : On développe lexpression (X — A\1)--- (X — \,) et on identifie les termes du
développement avec ceux de lexpression X" + a,_1 X" L 4+ - + aq. [ |

Remarque : Dansle casou P = X 2t a1 X 4ap a pour racines A1 et A9, on retrouve les relations
apg =N et a1 = —(>\1 + )\2).

Le tres important résultat suivant est connu sous le nom de théoréeme fondamental de
P’algebre ou théoréeme de d’Alembert-Gauss. Il en existe de nombreuses preuves, mais
toutes dépassent le cadre du programme.

Théoréme 5.5.3 Tout polynéme de C[X] est scindé®.

50n dit que C est un corps algébriquement clos.



Remarque : On a vu que toutes les équations de degré 2 avaient deux solutions (éventuellement
confondues) dans C. Le théoreme fondamental exprime que toute équation de degré n admet
n solutions (éventuellement confondues) dans C. Dans le cas n = 3 ou 4, il existe des formules
(assez compliquées) donnant les solutions en fonction des coefficients. Pour une équation de
degré supérieur ou égal a 5, il a été prouvé par un jeune mathématicien du XIX eme siecle, E.
Galois, que de telles formules n’existent pas!

5.5.2 Polynoémes irréductibles de C[X]

Théoreme 5.5.4 Un polynome P est irréductible dans C si et seulement si deg P = 1.

Preuve : On a déja vu que tout polynoéme de degré 1 était irréductible (que ce soit dans C
ou dans R).

Pour montrer la réciproque, donnons-nous un polynéome P de degré au moins 2. Le
théoréeme fondamental de ’algebre nous dit que P admet au moins une racine A1. Donc P
est divisible par X — A1. Clairement X — A1 n’est pas constant et n’est pas associé a P car
de degré strictement inférieur a 2. Donc P n’est pas irréductible. [ |

En appliquant le théoreme général de décomposition irréductible, on en déduit :

Corollaire 5.5.5 Tout polynéme P non nul de C[X] admet une décomposition en facteurs
wrréductibles du type suivant :

k
P=X[](X —x)™,
i=1
ot {1, -+, \i} est ’ensemble des racines de P, «; est la multiplicité de \;, et X est le coefficient

du terme dominant de P.

5.5.3 Polynémes irréductibles de R[X]

Dans R[X], la situation est un peu plus compliquée. On sait d’ores et déja que tous les
polyndémes irréductibles ne sont pas de degré 1. Par exemple, X2 + 1 ne saurait étre irréductible
dans R[X] car n’a pas de racine réelle (la fonction polynéome associée est minorée par 1, donc
ne s’annule jamais).

On peut cependant dresser une liste de tous les polynémes irréductibles de R[X] :

Théoréme 5.5.6 Les polynomes irréductibles de R[X| sont :
e Les polynomes de degré 1,
o Les polynoémes de degré 2 & discriminant strictement négatif : P = aX? + bX + ¢ avec

a#0 et AL b2 — dac < 0.

La preuve de ce théoréeme repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.5.7 Soit P = >"}_ap X" un polynéme de C[X]. Notons P = > k=0 ap X" le po-
lynome conjugué. Alors A est racine de P de multiplicité o si et seulement si A est racine de P
de multiplicité a.

Preuve : Soit A une racine de P de multiplicité «. Alors il existe un polynéme @ tel que
P = Q(X — A)® En prenant le conjugué de cette expression, on obtient P = Q(X — A).
Donc A est racine de P de multiplicité o > a.

En échangeant les roles de P et P, A et A\, a et @, on obtient @ < «, d’oll le résultat. m



Preuve du théoréme 5.5.6 :

On sait déja que les polynomes de degré 1 sont irréductibles. Soit maintenant P = aX? +
bX + ¢ a discriminant strictement négatif. La fonction t — P(t) associée ne s’annule pas
sur R (elle est du signe de a), et donc aucun polynéome de degré 1 ne saurait diviser P.
Par ailleurs, on a vu dans le chapitre 1 que toute équation de degré 2 a coeflicients réels
et discriminant positif ou nul admettait au moins une solution réelle. Donc les polynomes
de degré 2 a discriminant positif ne sont pas irréductibles dans R[X].

Soit maintenant P € R[X] un polynéme de degré au moins 3. Supposons que P n’ait pas de
racine réelle (sinon P n’est pas irréductible dans R[X]). D’apres le lemme 5.5.7, les racines
complexes non réelles de P sont deux & deux conjuguées (avec ordres de multiplicité égaux
deux & deux). Le corollaire 5.5.5 assure donc 'existence de nombres complexes (non réels)
M1, -, fp, d’entiers aq, -+ -, oy, et d'un réel o, tels que

f[[X pa) (X — i)™

Mais un calcul facile montre que
(X = ) (X = )™ = (X? = 2Re p; X + |psf*)™

Donc P est divisible par le polynome réel X2 —2Re ju; X + |pi|? (de degré 2) et n’est donc
pas irréductible. m

En reprenant la preuve ci-dessus, on déduit facilement le résultat suivant.

Corollaire 5.5.8 Tout polynéme a coefficients réels admet dans R[X] une décomposition en
facteurs irréductibles du type suivant :

P= A(ﬁ(X —~ )\i)o‘i> <]f[(X2 —2Rep; X + !uj\2)ﬁj>7

i=1 j=1
ot A est le coefficient du terme dominant de P, {\1, -+ ,\x} est 'ensemble des racines réelles
de P, o, multiplicité de \;, et {1, - ,ue} est Uensemble des racines complexes et non réelles

de P et 3, la multiplicité de p;.
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